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áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÏÌÅ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k, ÅÓÌÉ k ⊂ K.

ðÒÉÍÅÒ 2. Q ⊂ R, Q ⊂ Qp, R ⊂ C, Q ⊂ Q[
√

2].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
ÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ∈ k[x], ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÎÕÌÀ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p(�) = 0.
éÎÁÞÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÎÁÄ k.

ðÒÉÍÅÒ 4. þÉÓÌÁ
√

2;
√

3 ∈ R ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ Q, ÏÎÉ ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× x2 − 2
É x2 − 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÉÓÌÏ � =

√
2 +

√
3 ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ Õ×ÉÄÅÔØ,

ÚÁÍÅÔÉÍ: �2 = 2 + 2
√

6 + 3 = 5 + 2
√

6, (�2 − 5)2 = 24, ÚÎÁÞÉÔ � ÏÂÎÕÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
(x2 − 5)2 − 24.

ðÒÉÍÅÒ 5. þÉÓÌÁ �; e ∈ C ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙ ÎÁÄ Q, ÏÄÎÁËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÐÒÏÓÔÏ. îÅ-
ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ ÞÉÓÌÏ ∑∞

k=1 10−k!, ÏÄÎÁËÏ ÅÝ£ ÐÒÏÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÅ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÑ Ñ×ÎÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÄ Q ÞÉÓÅÌ ÓÞ£ÔÎÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ { ÎÅÓÞ£ÔÎÏ.

÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ { ÔÏÖÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÁË ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÂÎÕÌÑÀÝÉÊ
ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ, ÏÂÎÕÌÑÀÝÉÍ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ, ÍÏ-
ÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÏÓÔÏ. íÙ ÜÔÏÇÏ É ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔÌÏÖÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
×ÒÅÍÑ.

ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, Á � ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[�] ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ
ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ k × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ �. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

k[�] = {p(�) | p ∈ k[�]}:
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ k(�) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k É �. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,

k(�) =
{p(�)
q(�) | p; q ∈ k[x]

}
:

ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ k[�]? éÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ g : k[x] → k[�], ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ x × �. ïÎ
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ, ÐÕÓÔØ I { ÅÇÏ ÑÄÒÏ. üÔÏ ÉÄÅÁÌ × k[x]. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ { ËÏÌØÃÏ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ I ÐÏÒÏÖÄ£Î ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ
f(x). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒ k[x]=I ∼= k[�] ⊂ K ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÚÎÁÞÉÔ ÉÄÅÁÌ I ÐÒÏÓÔ, Á
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: f = 0 É f 6= 0. åÓÌÉ f = 0, ÔÏ k[�] ∼= k[x],
ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÎÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ � ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ ÎÁÄ
k. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ (ÔÁË ËÁË ÏÂÎÕÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f) É ×ÓÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ �, ËÒÁÔÎÙ f .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ � { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔ × K. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏÍ � ÎÁÄ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
f(�) = 0. óÔÅÐÅÎØÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: deg� ÉÌÉ degk �.

ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ÎÁ �, ËÒÁÔÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÕ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.
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ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ � ∈ C { ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ 6 ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ � ÏÂÎÕÌÑÅÔ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x6−1. òÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ x6−1 = (x3−1)(x3 + 1) = (x3−1)(x+ 1)(x2−x+ 1), ×ÉÄÉÍ,
ÞÔÏ � ÏÂÎÕÌÑÅÔ x2−x+1. ôÁË ËÁË � 6∈ Q, ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É deg� = 2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, � ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ
� ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ⇒ k[�] = k(�),
� ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ⇒ k[�] { ÎÅ ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ, Á f { ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÎ ÐÒÏÓÔ.
åÓÌÉ p(�) 6= 0 ∈ k[�], ÔÏ p ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f , ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ðÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ å×ËÌÉÄÁ
ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ u; v ∈ k[x], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ pu + fv = 1. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ � É ÐÏÌÕÞÉÍ:
p(�)u(�) = 1, Ô.Å. p(�) ÏÂÒÁÔÉÍ × k[�]. úÎÁÞÉÔ, k[�] { ÐÏÌÅ É k[�] = k(�). (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ
ÔÁËÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ k[�] = k[x]=(f) { ÐÏÌÅ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ.)

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ k[�] { ÐÏÌÅ, ÔÏ 1=� ∈ k[�]. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ p ∈ k[x] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1=� =
p(�). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÏÂÎÕÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xp(x)−1 É ÐÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÄ k.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, � ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔ.
� ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ⇒ dimk k[�] = degk �,
� ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ ⇒ dimk k[�] = ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[�] = k[x]=(f) ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ �1; �x; : : : ; xd−1,
ÇÄÅ d = deg� = deg f . ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[�] ∼= k[x] ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

ëÁË ÍÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÏÄÐÏÌÑ, ËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ k ⊂ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ K { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-
ÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ k. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [K : k] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimk K.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ k ⊂ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ K
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k.

ëÏÒÏÔËÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ËÏÎÅÞÎÏ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ) ÎÁÄ k, ÉÌÉ ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=k ËÏ-
ÎÅÞÎÏ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ.

ìÅÍÍÁ 11. 1. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ ÐÏÄÐÏÌÅÍ k ⊂ K ÔÉÔÔË ÎÁÊÄ£ÔÓÑ
ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÐÏÌÅ k ⊂ F ⊂ K ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ � ∈ F É F ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ k.

2. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ.

3. åÓÌÉ k ⊂ F ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ K ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ k ÔÉÔÔË F ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ k
É K ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ F , ÐÒÉ ÜÔÏÍ [K : k] = [K : F ] · [F : k].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÕÓÔØ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k, ÔÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å F ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ k[�].
ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÔÁËÏÅ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ôÏÇÄÁ k(�) ⊂ F ÉÚ-ÚÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï k[�] ⊂ k(�) ⊂ F ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ k, ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 9 � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ.

2. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 1. { ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ F = K.
3. ðÕÓÔØ K=F É F=k ËÏÎÅÞÎÙ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ K=k ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁ-

ÀÔÓÑ. ÷ÙÂÅÒÅÍ y1; : : : ; yn { ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K ÎÁÄ F , É x1; : : : ; xm { ÂÁÚÉÓ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á F ÎÁÄ k. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ xiyj ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ k. ìÀÂÏÊ y ∈ K ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ y = ∑ ciyi, ÇÄÅ ci ∈ F . ëÁÖÄÙÊ ci
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ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ F ÎÁÄ k: ci = ∑
j cijxj, ÇÄÅ cij ∈ k. ïÂßÅÄÉÎÑÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ y = ∑

ij cijxjyi,
Ô.Å. xjyi ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ K ÎÁÄ k. ïÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ: ÅÓÌÉ ∑

ij cijxjyi = 0, ÔÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ yi ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ci = ∑

j cijxj = 0. á ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ xj
ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ cij = 0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÚÁÍÅÔÉÍ: ×ÙÛÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × K ÎÁÄ F
ÉÌÉ × F ÎÁÄ k ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ É × K ÎÁÄ k ÏÎÁ ÔÏÖÅ
ÅÓÔØ.

ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, �1 : : : ; �n ∈ K { ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ k[�1; : : : ; �n] ËÁË
ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ k-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÓÅ �i.

ìÅÍÍÁ 12. áÌÇÅÂÒÁ k[�1; : : : ; �n] ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ k ÔÉÔÔË ×ÓÅ �i ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÄ k.
åÓÌÉ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÏ k[�1; : : : ; �n] { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ k[�1; : : : ; �n] ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ ×ÓÅ �i ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 11.
ïÂÒÁÔÎÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

k[�1; : : : ; �n] = k[�1][�2] : : : [�n]:
ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÖ ÂÁÛÎÉ

k ⊂ k[�] ⊂ k[�1][�2] ⊂ : : : ⊂ k[�1][�2] : : : [�n]

ÐÏÒÏÖÄ£Î ÏÄÎÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É, ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÎÅÞÅÎ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 9 É Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 11 ×ÓÑ ÂÁÛÎÑ ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ { ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ.
ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, Á �; � ∈ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k.
ôÏÇÄÁ �± �; ��; �=� ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k[�; �] ⊃ k ËÏÎÅÞÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 11
ÜÌÅÍÅÎÔÙ �± �; ��; �=� ∈ k[�; �] ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × K,
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙÈ ÎÁÄ k, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÏÌÅ.

îÁÐÏÍÎÉÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15. ðÏÌÅ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
× K[x] ÓÔÅÐÅÎÉ, ÂÏÌØÛÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÔ × K ËÏÒÅÎØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16. ðÏÌÅ K ⊃ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k, ÅÓÌÉ K
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ { ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ
Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. óÅÇÏÄÎÑ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ, ÐÒÏ×ÅÄ£Í ÅÇÏ × Ä×Á
ÛÁÇÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÏÌÀ k ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ
ÐÏÌÅ K, ÚÁÔÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ �k ⊂ K ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × K ÎÁÄ k É
ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ �k { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ k.

óÄÅÌÁÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ.

ìÅÍÍÁ 17. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, É ÐÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ �k {
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × K ÎÁÄ k. ôÏÇÄÁ �k { ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ k.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ k, ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÓÔØ. ðÕÓÔØ p ∈ �k[x] { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, p(x) = pnxn + : : :+ p1x+ p0. õ p ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÏÒÅÎØ
� × K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ k ⊂ k[p0; : : : ; pn] ⊂ k[p0; : : : ; pn; �]. ðÅÒ×ÙÊ Å£ ÜÔÁÖ
ËÏÎÅÞÅÎ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 12, ×ÔÏÒÏÊ ÜÔÁÖ ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÁË ËÁË � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÄ k[p0; : : : ; pn].
úÎÁÞÉÔ, ×ÓÑ ÂÁÛÎÑ { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ k, ÐÏÜÔÏÍÕ
� ∈ �k { ËÏÒÅÎØ p.

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉ-
ÎÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18. ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ, Á f ∈ k[x] { ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ
ÐÏÌÅ K ⊃ k ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë k ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ � ∈ K ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ f(�) = 0 É K = k[�].

ìÅÍÍÁ 19. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ: ÐÏÌÏÖÉÍ K = k[x]=(f). üÔÏ ÐÏÌÅ, ÔÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
f ÐÒÏÓÔ É ÉÄÅÁÌ (f) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. ëÌÁÓÓ �x × K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ f É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×Ó£ K,
ÐÏÜÔÏÍÕ K ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë k ËÏÒÎÑ f .

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ K ′ ⊃ k ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë k ËÏÒÎÑ � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k-ÁÌÇÅÂÒ g : k[x] → K ′, ÐÏÌÏÖÉ× g(x) = �. ðÒÉ ÜÔÏÍ f(x) 7→
f(�) = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ g ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �g : k[x]=(f) → K ′. ôÁË ËÁË k[x]=(f)
{ ÐÏÌÅ, ÔÏ �g ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, Á ÔÁË ËÁË �g(�x) = � É � ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ K ′, ÔÏ �g ÓÀÒßÅËÔÉ×ÅÎ.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ É ÄÌÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20. ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ, Á p ∈ k[x] { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊃ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÅÓÌÉ f ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × K ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É
K ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ k ËÏÒÎÑÍÉ f .

úÄÅÓØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË
ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏÌÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏÌÑ.

ìÅÍÍÁ 21. ðÕÓÔØ k { ÐÏÌÅ, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
K ⊃ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÅ,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ k[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ { ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. éÔÅÒÉÒÕÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÏÅ
ËÏÎÅÞÎÏÅ (É ÄÁÖÅ ÓÞ£ÔÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ k[x] ÉÍÅÀÔ ÐÏ ËÏÒÎÀ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï k[x] ÎÅÓÞ£ÔÎÏ, ÎÕÖÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ËÏÒÎÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÒÁÚÕ. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ × k[x].
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× k[xf ]f∈M , ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ
ÉÚ M . ðÕÓÔØ I ⊂ k[xf ] { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f(xf ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ I
ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 1 = ∑ fi(xfi)afi ,
ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ É afi ∈ k[xf ]f∈M . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
fi (ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÉÍÅÀÔ ÐÏ ËÏÒÎÀ �i. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × 1 = ∑ fi(xfi)afi ×ÍÅÓÔÏ xfi ÜÌÅÍÅÎÔ
�i, ÐÏÌÕÞÉÍ 1 = 0, ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
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úÎÁÞÉÔ, I { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Im ⊃ I.
æÁËÔÏÒ k[xf ]f∈M=Im É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÏÌÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × Î£Í ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÉÍÅÅÔ
ËÏÒÅÎØ �xf .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ Õ ÌÀÂÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÌÑ k = K0, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÊ K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ : : :, ÇÄÅ Ki ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÒÅÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ Ki−1[x]. ðÏÌÏÖÉÍ
K = ∪iKi, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÐÏÌÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ∈ K[x] ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÐÏÌÅ Ki,
ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ × Ki+1 Õ p ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

éÚ ÌÅÍÍ 21 É 17 ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22. õ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ.
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