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ôÅÎÚÏÒÙ
úÁÄÁÞÁ 1◦. ðÕÓÔØ A { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, M { A-ÍÏÄÕÌØ, Á I ⊂ A { ÉÄÅÁÌ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ
IM ËÁË ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × M , ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ im; i ∈ I;m ∈ M . a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
M⊗A (A=I) ∼= M=IM . b) ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ IM ∼= I⊗AM? c) äÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ M ′ ⊂M É N ÄÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ (M=M ′)⊗N ∼= (M ⊗N)=(M ′ ⊗N). d) ïÐÉÛÉÔÅ A=I ⊗A A=J , ÇÄÅ I; J ⊂ A { ÉÄÅÁÌÙ.
úÁÄÁÞÁ 2. ôÅÎÚÏÒÙ ÔÉÐÁ (1; 2) { ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V × V → V , Ô.Å. �ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ� ÎÁ V . a) úÁÐÉÛÉÔÅ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÁ ∑ aijkei ⊗ ej ⊗ ek ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ e1 { ÅÄÉÎÉÃÁ. b) úÁÐÉÛÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
R-ÁÌÇÅÂÒÁÍ C É Mat2(R). c◦) ïÐÉÛÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÅÎÚÏÒÏÍ

∑

�∈S3

(−1)�e�(1) ⊗ e�(2) ⊗ e�(3):

÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ V { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.
úÁÄÁÞÁ 3. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T kV = SkV ⊕ �kV ⊕ Ak(V ), ÇÄÅ Ak(V ) = ker Alt∩ ker Sym.
b) îÁÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÁ e1⊗e1⊗e2 +e1⊗e2⊗e4. c) ëÁËÏ×Á
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ak(V )?
úÁÄÁÞÁ 4 (ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:

SkV ∗ → T kV ∗ ∼= (T k−1V ∗)⊗ V ∗ → (Sk−1V ∗)⊗ V ∗;
SkV ∗ → T kV ∗ ∼= (T k−2V ∗)⊗ V ∗ ⊗ V ∗ → (Sk−2V ∗)⊗ V ∗ ⊗ V ∗:

äÌÑ x ∈ T kV , � ∈ T lV ∗ ÐÒÉ k > l ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ x ` � ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÕÀ Ó×£ÒÔËÕ x⊗ �
ÐÏ (1; 1); (2; 2); : : : ; (l; l) ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ T l−kV .

ðÕÓÔØ x ∈ �kV .
úÁÄÁÞÁ 5◦. a) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vr ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ∀i x ∧ vi = 0 ⇔ x =
v1∧ : : :∧vr ∧ : : :. b) ðÕÓÔØ ËÏ×ÅËÔÏÒÙ f1; : : : ; fr ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ∀i x ` fi = 0 ⇔
x ∈ 〈f1; : : : ; fr〉⊥.
úÁÄÁÞÁ 6. a◦) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2-×ÅËÔÏÒ x ÒÁÚÌÏÖÉÍ ⇔ x ∧ x = 0. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÔÅÎÚÏÒÙ × �n−1V ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ, ÇÄÅ n = dimV .

òÁÎÇÏÍ x ∈ �kV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ d ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x ∈ �kU , ÇÄÅ U ⊂ V { d-ÍÅÒÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ Ann x = {f ∈ V ∗ | x ` f = 0}.
úÁÄÁÞÁ 7. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk x = k ⇔ x ÒÁÚÌÏÖÉÍ, × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ rk x > k.
b◦) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk x + dim Ann x = dimV . c) ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÒÁÎÇ 2-×ÅËÔÏÒÁ ∑ aijei ∧ ej
É ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ (aij)? d) ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÎÇ 2-×ÅËÔÏÒÁ? e) ðÕÓÔØ x ∈ �kV; y ∈ �lU .
þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇ x ∧ y ∈ �k+l(V ⊕ U)? ðÒÉ k = l, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇ x + y ∈ �k(V ⊕ U)?
f) ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÎÇ k-×ÅËÔÏÒÁ?
úÁÄÁÞÁ 8. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x`− : V ∗ → �k−1V É x`− : �k−1V ∗ → V Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ). b) ëÁË Ó×ÑÚÁÎ ÒÁÎÇ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó
ÒÁÎÇÏÍ x? c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x ÒÁÚÌÏÖÉÍ ⇔ (x ` �) ∧ x = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ �k−1V ∗.

ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (x ` �)∧x = 0, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ k-×ÅËÔÏÒÏ×,
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ðÌÀËËÅÒÁ.


