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áÂÅÌÅ×Ù ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ
úÁÄÁÞÁ 1. a) ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÁÂÅÌÅ×Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÇÄÅ n = pa1

1 : : : pakk .
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ki ⊂ K ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Ki ∩ (K1 : : : Ki−1Ki+1 : : : Kk) = k,
K = K1 · : : : ·Kk É [Ki : k] = paii .
ðÕÓÔØ �n ∈ C ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1.
b◦) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m É n ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �m�n { ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ
ÉÚ 1 ÓÔÅÐÅÎÉ mn, ÐÒÉÞ£Í ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ mn.
c◦) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m É n ÉÍÅÅÍ

Q[�m]Q[�n] = Q[�mn] É Q[�m] ∩Q[�n] = Q:

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ k ⊂ K { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, char k 6= 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ F ⊂ K { ÐÏÄÐÏÌÅ,
ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ � ∈ K ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ �2 ∈ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F=k { ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ É
ÏÐÉÛÉÔÅ Gal(F; k) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Gal(K; k).
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ Q[�p]=Q { ËÒÕÇÏ×ÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÇÄÅ p > 2 { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ⊂ Z=(p − 1)Z ∼= Gal(Q[�p];Q) = G ÉÎÄÅËÓÁ Ä×Á É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K = Q[�p]H ÎÁÄ Q ÓÔÅÐÅÎÉ 2.
ðÕÓÔØ

s =
∑

�∈H
�(�p)−

∑

�∈G\H
�(�p):

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s ∈ K; s2 ∈ Q.
b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s2 =

(−1
p
) · p.

c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Q ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÌÅÖÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÅ Q[�n].
úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ p ∈ N { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á n ∈ N ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó p.
a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × �Fp ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ 1.
b) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï?
c) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÉÈ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ Fp? âÕÄÅÔ ÌÉ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ �n(x) ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Fp?
úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ p É q { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ 2, Á � ∈ �Fq { ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ
ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ p ÉÚ 1. ðÏÌÏÖÉÍ

s =
∑

x∈F∗p

(x
p

)
· �x ∈ �Fq;

ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ
(x
p
)

= x p−1
2 ÒÁ×ÅÎ 1, ÅÓÌÉ x { Ë×ÁÄÒÁÔ × Fp, É −1 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

a) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ s2 =
(−1
p
) · p.

b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p { Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q ÔÉÔÔË
(
s
√(−1

p
))q

= s
√(−1

p
)
.

c) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sq = s · (qp
)
.

d) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ:
(q
p

)
=

(p
q

)
· (−1) p−1

2
q−1

2 :


