
ÍÌÓ, 2 êóðñ, äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ëèñòîê 10.�èìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ-II. 11.04.2010.Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ âèíòîâàÿ ïîâåðõíîñòü, òî åñòü ïîâåðõí-îñòü âèäà r(u; v) = (u 
osv; u sin v; F (u) + av); ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ïîâå-ðõíîñòè âðàùåíèÿ, ïðè÷¼ì âèíòîâûå ëèíèè ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëè.Çàäà÷à 2. Ïóñòü M1 è M2 ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ïðÿìîì ïðîèç-âåäåíèèM =M1×M2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà ðèìàíîâàìíîãîîáðàçèÿ, òàê êàê íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM = TM1⊕ TM2 åñòå-ñòâåííî ââîäèòñÿ åâêëèäîâà ìåòðèêà.Ïóñòü pi : M = M1 × M2 −→ Mi; i = 1; 2; åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè.×òîáû óïðîñòèòü äàëüíåéøèå �îðìóëû, ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Xi = dpi(X) ∈�(TMi); ãäå X ∈ �(TM) âåêòîðíîå ïîëå íà M: Ïóñòü R òåíçîð �èìàíàðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M; à Ri òåíçîð �èìàíà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèéMi; i = 1; 2:Äîêàçàòü, ÷òî
〈R(X;Y )Z;W 〉 = 〈R1(X1; Y1)Z1;W1〉+ 〈R2(X2; Y2)Z2;W2〉:Ïóñòü � ⊂ TpM; p ∈ M; òàêàÿ 2-ïëîñêîñòü, ÷òî dim dpi(�) = 1; i = 1; 2;òî åñòü ïëîñêîñòü � ¾íàòÿíóòà íà âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê M1; è íà âåêòîð,êàñàòåëüíûé ê M2¿. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà â òî÷êå p âíàïðàâëåíèè � ðàâíà íóëþ, K� = 0:Çàäà÷à 3. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî L; íàïðèìåð êàê âå-ðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü R

2+ ñ ìåòðèêîé ds2 = dx2 + dy2y2 : Äîêàçàòü, ÷òî ñåê-öèîííàÿ êðèâèçíà KTpL â ëþáîé òî÷êå p ∈ L ðàâíà −1:Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè âåðíî òîæäåñòâîR = 2R12;21g11g22 − g212 :Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ n-ìåðíîé ñ�åðû S
nr ⊂ E

n+1 ðàäèóñà ròåíçîð �èìàíà ìîæíî íàéòè ïî �îðìóëåR(X;Y )Z = 1r2 (< Y;Z > X− < X;Z > Y ):Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà íåçàâèñèò íè îò òî÷êè, íè îò íàïðàâëåíèÿ, è ðàâíà K = 1r2 :Çàäà÷à 7. Íàéòè ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñ�åð
S
n1r1 × S

n2r1 ñ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà O(n) ïîðîæä¼í-íàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈�; �〉e = tr ��T (1)

so(n); ÿâëÿåòñÿ áèèíâàðèàíòíîé.Çàäà÷à 9. Ïîñòðîèòü áèèíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà ãðóïïå Ëè U(n):Çàäà÷à 10.Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé òî÷êå p ãðóïïû ËèG ñ áèèíâàðèàíòí-îé ìåòðèêîé ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà â íàïðàâëåíèè ëþáîé 2-ïëîñêîñòè â TpGíåîòðèöàòåëüíà.


