
ÍÌÓ, 2 êóðñ, äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ëèñòîê 5.�ðóïïû è àëãåáðû Ëè. 7.03.2011.Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû O(n); SO(n); U(n) è SU(n) ÿâëÿþòñÿ ãðóï-ïàìè Ëè. Óêàçàíèå: ìîæíî ðàññìîòðåòü ñòàáèëèçàòîðû ïîäõîäÿùåãî äåéñò-âèÿ.Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî êîììóòàòîð äâóõ ëåâîèíâàðèàíòíûõ (ïðàâîèí-âàðèàíòíûõ) âåêòîðíûõ ïîëåé òîæå ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûì (ïðàâîèíâàðèàíò-íûì).Äîêàçàòü, ÷òî îáà îïðåäåëåíèÿ êîììóòàòîðà â àëãåáðå Ëè g ýêâèâàëåíòíû.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèè èñïîëüçîâàòü ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûåïîëÿ, òî ìû ïîëó÷èì êîììóòàòîð, óìíîæåííûé íà −1:Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî
• àëãåáðà Ëè sl(n;R) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ âåùåñòâåííûõ n × n-ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì ñî ñòàíäàðòíûì ìàòðè÷íûì êîììóòàòîðîì;
• àëãåáðà Ëè so(n) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ âåùåñòâåííûõ êîñîñèì-ìåòðè÷åñêèõ n × n-ìàòðèö ñî ñòàíäàðòíûì ìàòðè÷íûì êîììóòàòîðîì,ïðè÷¼ì o(n) = so(n);
• àëãåáðà Ëè u(n) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ êîìïëåêñíûõ êîñîýðìèòî-âûõ n× n-ìàòðèö ñî ñòàíäàðòíûì ìàòðè÷íûì êîììóòàòîðîì;
• àëãåáðà Ëè su(n) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ êîìïëåêñíûõ êîñîýðìèò-îâûõ n × n-ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì ñî ñòàíäàðòíûì ìàòðè÷íûì êîìì-óòàòîðîì;Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ad �(�) = [�; �℄:Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Ëè âñåãäà îðèåíòèðóåìà.Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Ëè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè. Êàêíàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó Ëè?Çàäà÷à 6. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, g � å¼ àëãåáðà Ëè. Äîêàçàòü,÷òî åñëè êîììóòàòîð ëþáûõ ýëåìåíòîâ g ðàâåí íóëþ, òî G àáåëåâà (ïîýòîìóàëãåáðû Ëè ñ íóëåâûì êîììóòàòîðîì íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè).Çàäà÷à 7. Ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûå ãîìîìîð�èçìû ãðóïï Ëèa) SU(2) −→ SO(3); b) SU(2)× SU(2) −→ SO(4):Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî
• êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè åäèíèöû G0 ãðóïïû Ëè G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîéïîäãðóïïîé Ëè ãðóïïû G;
• êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðóïïû Ëè G ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè êëàññàìè ïîG0;
• �àêòîðãðóïïà G=G0 äèñêðåòíà.Çàäà÷à 9. Ïóñòü ãðóïïà Ëè G òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ñâÿçíîì ìíîãî-îáðàçèè M: Äîêàçàòü, ÷òî
• êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè åäèíèöû G0 òîæå òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà M;
• G=G0 ∼= Gx=(Gx ∩G0) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X;
• åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ X; ÷òî ñòàáèëèçàòîð Gx ñâÿçåí, òî ãðóï-ïà Ëè G òîæå ñâÿçíà.Çàäà÷à 10.Íàéòè ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äëÿ GL(n;R); GL(n;C); O(n);SO(n); U(n); SU(n):


