
ÍÌÓ, 2 êóðñ, äè��åðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ëèñòîê 9.�èìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ-I. 4.04.2011.Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíîèçîìåòðè÷íà ïëîñêîñòè. Äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé �àêò äëÿ êîíè÷åñêèõ ïîâå-ðõíîñòåé.Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ãåëèêîèä r(u; v) = (u sin v; u 
os v; av) è êàòåí-îèä R(u; v) = (

√a2 + u2 
os v;√a2 + u2 sin v; a ln u+√a2 + u2a ) ëîêàëüíîèçîìåòðè÷íû.Çàäà÷à 3. Ïóñòü ei áàçèñ â âåêòîðíûõ ïîëÿõ, ei äóàëüíûé ê íåìó áàçèñ.�àññìîòðèì ñå÷åíèå s ðàññëîåíèÿ � = (E −→ M): Ôîðìóëó ∇s = ei ⊗∇eis;ãäå s ∈ �(M;E); äëÿ ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè � ïî îøèáêå èíîãäà ïèøóòêàê ∇s = ei ∧ ∇eis; íî ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà íåâåðíà è äëÿ ïðîèçâîëüíîãîðàññëîåíèÿ � íå èìååò ñìûñëà!Íî åñòü ñëó÷àé, êîãäà îïåðàöèÿ ∇ ∧ s := ei ∧ ∇eis èìååò ñìûñë è òîæåèíòåðåñíà. Ïóñòü ó íàñ åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü ∇ â TM: �àñïðîñò-ðàíèì ýòó ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèå âíåøíèõ �îðì. Ïóñòü s ∈ 
(M) äè�-�åðåíöèàëüíàÿ �îðìà íà M: �àññìîòðèì îïåðàöèþ ∇ ∧ s := ei ∧ ∇eis; ãäåìû ñìîòðèì íà s êàê íà ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ �T ∗M; à íå êàê íà �îðìó ñîçíà÷åíèÿìè â ñå÷åíèÿõ.Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ∇ ∧ s = ds; òî åñòü ýòî îáû÷íûé âíåøíèé äè�-�åðåíöèàë �îðìû s: ×åìó ðàâíî âûðàæåíèå ∇ ∧ s äëÿ íåñèììåòðè÷íîéñâÿçíîñòè ∇ â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM?Çàäà÷à 4. Åñëè∇ ñâÿçíîñòü â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM; òî îíà ïðîä-îëæàåòñÿ äî ñâÿçíîñòåé âî âñåõ òåíçîðíûõ ðàññëîåíèÿõ T pqM: Äëÿ ïðîñòîòûáóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ïðîäîëæåíèÿ ñâÿçíîñòè ∇ òåì æå ñèìâîëîì ∇: Äîê-àçàòü, ÷òî ñâÿçíîñòü ∇ ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé 〈 ; 〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ∇g = 0; ãäå g ìåòðè÷åñêèé òåíçîð.Çàäà÷à 5. Íàéòè ÿâíûå �îðìóëû, âûðàæàþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà�èìàíà Rlij;k ÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ �kij .Çàäà÷à 6.Äîêàçàòü, ÷òî èç-çà ìíîãî÷èñëåííûõ ñèììåòðèé òåíçîð �èìà-íà íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé êîìïîíåíò-îé R112;2:Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé ñâÿçíîñòè ∇ èìååò ìåñòîòîæäåñòâî Áèàíêè(∇XR)(Y; Z; V ) + (∇Y R)(Z;X; V ) + (∇ZR)(X;Y; V ) = 0;ãäå X; Y; Z è V âåêòîðíûå ïîëÿ. Â êîìïîíåíòàõ ýòî òîæäåñòâî èìååò âèä
∇mRlij;k +∇iRljm;k +∇jRlmi;k = 0:Çàäà÷à 8. Äëÿ ñâÿçíîñòè â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè äîêàçàòü ñëåäóþù-èå òîæäåñòâà:

• ïåðâîå ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå Êàðòàíà dei = ej ∧ �ij + T i;
• âòîðîå ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå Êàðòàíàd�ji = �ki ∧ �jk + F ji ;



• ïåðâîå òîæäåñòâî ÁèàíêèdT i = −T j ∧ �ij + ej ∧ F ij ;
• âòîðîå òîæäåñòâî ÁèàíêèdF ji = �ki ∧ F jk − F ki ∧ �jk;ãäå ei äóàëüíûé áàçèñ ê âûáðàííîìó áàçèñó ei â âåêòîðíûõ ïîëÿõ, �ij ëîê-àëüíàÿ 1-�îðìà ñâÿçíîñòè,F ji = Rjkl;iek ⊗ el =∑k<l Rjkl;iek ∧ elëîêàëüíàÿ 2-�îðìà êðèâèçíû, à T i ëîêàëüíûå 2-�îðìû êðó÷åíèÿ,T k = T kijei ⊗ ej =∑i<j T kijei ∧ ej :Çàäà÷à 9. Äîêàçàòü, ÷òî òåíçîð �è÷÷è ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇ ÿâ-ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, Ri
(X;Y ) = Ri
(Y;X):Çàäà÷à 10. �àññìîòðèì äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü M â E

3 ñ èíäóöèðî-âàííîé ìåòðèêîé è ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà. Ïóñòü K ãàóññîâà êðèâèçíàM: Äîêàçàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
• Ri
(X;Y ) = K〈X;Y 〉; èëè, â òåíçîðíîé çàïèñè, Rij = Kgij ;
• ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà ðàâíà óäâîåííîé ãàóññîâîé, R = 2K:


