
Ýêçàìåí ïî ñïåöêóðñó �Ðåíîðìàëèçàöèÿ è óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà�

1. Ïóñòü I � îòðåçîê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, è ïóñòü f : I → I � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ c Per f = P (ãäå Per f
îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìèíèìàëüíûõ ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê). Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ g íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî îòðåçêà â ñåáÿ, äëÿ êîòîðîé Per g = 2P ∪ { 1 }.

2. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íîå ñåìåéñòâî fc : z 7→ z2 + c. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ c ∈ M ⊂ C,
äëÿ êîòîðûõ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 0 îòîáðàæåíèÿ fc ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ïðèòÿãèâàþùåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå
ïåðèîäà 2, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã { c ∈ C : |c+ 1| < 1/4 }.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Æþëèà îòîáðàæåíèÿ f−2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê [−2, 2] âåùåñòâåííîé îñè.
×òî ïðîèñõîäèò ñ îñòàëüíûìè òî÷êàìè ïîä äåéñòâèåì èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ?

4. Ïóñòü f : Ĉ→ Ĉ � ðàöèîíàëüíîå ñòåïåíè d > 2. Äîêàæèòå, ÷òî:
a) f ïîëèíîìèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1(∞) =∞;
b) f èìååò { 0,∞} â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà òî÷åê ñ êîíå÷íîé áîëüøîé îðáèòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f(z) = a · z±d, a 6= 0;
c) f èìååò òî÷êè ñ êîíå÷íûìè áîëüøèìè îðáèòàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ñîïðÿæåíî ïîëèíîìó èëè

îòîáðàæåíèþ z 7→ 1/zd ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà Ĉ.

5. Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2. Äîêàæèòå, ÷òî J(f) � ìèíèìàëüíîå çàìêíóòîå

âïîëíå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ. À èìåííî, åñëè X ∈ Ĉ çàìêíóòî, |X| > 2
è f−1(X) = X, òî J ⊂ X.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âåùåñòâåííîì c > 1/4 ìíîæåñòâî Æþëèà J îòîáðàæåíèÿ fc � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî,
íå ïåðåñåêàþùåå âåùåñòâåííóþ îñü. À èìåííî, êàæäàÿ îðáèòà z0 7→ z1 7→ . . . , ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå J ,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíàêîâ εn = sgn(Im(zn)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z0 = lim
n→∞

ε0g(ε1g(. . . εn−1g(εnz̃) . . . )),

ãäå g(z) =
√
z − c� âåòâü f−1, îòîáðàæàþùàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì U = C\[c,+∞) â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü,

à z̃ � íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà J â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

7. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d > 1 ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è ñâÿçíûì çàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì
Æþëèà K. Êðîìå òîãî, ïóñòü

φ : C \ ∆̄→ C \K
� êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, íîðìàëèçîâàííîå ñîîòíîøåíèåì φ(z)/z → λ > 0 ïðè z →∞, êîòîðîå ñîïðÿãàåò
f ñ îòîáðàæåíèåì z → zd, à

Rt = {φ(r exp(2πit)) : 1 < r <∞}
� åãî âíåøíèå ëó÷è.
Ïðåäïîëîæèì, âíåøíèé ëó÷ Rt çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå z. Äîêàæèòå, ÷òî:
a) ëó÷ Rtd çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå f(z);
b) êàæäûé èç d ëó÷åé âèäà R(t+j)/d çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîé èç òî÷åê f−1(z);

c) êàæäàÿ èç òî÷åê ìíîæåñòâà f−1(z) ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé äëÿ õîòÿ áû îäíîãî òàêîãî ëó÷à.

Óêàçàíèÿ.

1. Ðàññìîòðèòå îòðåçîê äëèíû âòðîå áîëüøåé, ÷åì I, è ïîñòðîéòå ôóíêöèþ g îòäåëüíî íà êàæäîé èç åãî
òðåòåé.
5. Âñïîìíèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàñòÿæåíèè ìíîæåñòâà Æþëèà (ëåêöèÿ 5).
6. Èñïîëüçóéòå òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ g, îãðàíè÷åííàÿ íà êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî J ⊂ U , ñòðîãî ñæèìàåò
â ìåòðèêå Ïóàíêàðå ρU .
7. Íå âñÿêèé ëó÷ îáÿçàí çàêàí÷èâàòüñÿ! Ðàññìîòðèòå ñïåðâà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà z íå ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé.
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