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Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.
ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì è äèñêðåòíûì âðåìåíåì � îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå � áèôóðêàöèè �

ñåìåéñòâà è èõ äåôîðìàöèè � ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü � ãèïåðáîëè÷íîñòü � òåîðåìà

Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà � áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà � áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà

×àñòü 1. Ââåäåíèå.

Ïåðâàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì êàê ñ íåïðåðûâíûì, òàê è ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì; â
äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ëèøü äèñêðåòíûé ñëó÷àé. Îñíîâíûìè ñïîñîáàìè ïåðåõîäà îò íåïðåðûâ-
íîãî âðåìåíè ê äèñêðåòíîìó ÿâëÿþòñÿ ðàññìîòðåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çà êàêîå-ëèáî
ôèêñèðîâàííîå âðåìÿ (ñêàæåì, 1), è îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, î êîòîðîì ðå÷ü ïîéäåò íèæå. Ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÷àùå âñåãî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, èëè
ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæåò áûòü â íåãî ãëàäêî âëîæåíî.

Îñíîâíûìè ðàññìàòðèâàåìûìè îáúåêòàìè êóðñà ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâà îäíîìåðíûõ âåùåñòâåííûõ èëè êîì-
ïëåêñíûõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ýòî îäèí èç íåìíîãèõ ñëó÷àåâ, êîãäà óäàåòñÿ ïðîñëåäèòü ïåðåõîä
îò ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ ê õàîòè÷åñêîìó è äîêàçàòü, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áîëüøàÿ ÷àñòü òî÷åê ñèñòåìû
ïðèõîäèò ê îäíîìó èç âàðèàíòîâ êîíå÷íîãî íàáîðà õîðîøî èçó÷åííûõ ðåæèìîâ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîòîðîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïåðâîî÷åðåäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñëó-
÷àåâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîòîìó ëþáóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåâðàòèòü â òàêóþ ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûì èç-
ìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, îò êîòîðîé îíà çàâèñèò. Îäíàêî åñëè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâà
ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà, ÷àñòî áûâàåò íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ñèñòåìû èç ñåìåéñòâà
áûëè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïîäîáíûìè âîïðîñàìè çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ áèôóðêàöèé. Ñëîâî áèôóðêàöèÿ (�ðàçäâîåíèå�) îçíà÷àåò êà÷åñòâåí-
íîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà (òàêîå, êàê èñ÷åçíîâåíèå íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè, ðîæäåíèå èçîëèðîâàííîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèè � ïðåäåëüíîãî öèêëà, � è ò.ï.) Ñèñòåìû, â
îêðåñòíîñòè êîòîðûõ íå ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèé, íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Â ìàëîìåðíîé
äèíàìèêå (ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìåíüøå 3) áèôóðêàöèÿì ñîîòâåòñòâóþò
ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâà ñèñòåì íå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò
ñèñòåìû, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ íåò íè îäíîé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé ñèñòåìû, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå íåâîç-
ìîæíî äàòü ïîëíîå îïèñàíèå áèôóðêàöèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
ñèñòåì.

×àñòü 2. Ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ñèñòåìû.

Âíà÷àëå äàäèì îáùåå ïîíÿòèå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè, à çàòåì ñäåëàåì íåîáõîäèìûå ïîÿñíåíèÿ è ïðèâå-
äåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ Cr-ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé, åñëè ïðè âñÿêîì äîñòà-
òî÷íî Cr-ìàëîì åå èçìåíåíèè ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Cr-òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå Cr-ãëàäêèõ ôóíêöèé çàäàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ âñåõ ïðîèç-
âîäíûõ ñòåïåíè íå âûøå r (ðàâíîìåðíî íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå). Cr-òîïîëîãèÿ â ïðîñòðàíñòâå
Cr-ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé çàäàåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äâà Cr-îòîáðàæåíèÿ f : M → M è g : N → N íàçûâàþòñÿ Cm-ýêâèâàëåíòíûìè, èëè
Cm-ñîïðÿæåííûìè (m 6 r), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé Cm-äèôôåîìîðôèçì h : M → N , ÷òî f = h−1 ◦ g ◦ h.
Cr-ýêâèâàëåíòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïîòîêîâ è âåêòîðíûõ ïîëåé çàäàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå h ïåðåâîäèò äðóã â äðóãà îðáèòû ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ñ ñî-
õðàíåíèåì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïî îðáèòàìè. Äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå îðáèòàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü, îò h òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îí ïåðåâîäèë äðóã â äðóãà ëèøü ñàìè
îðáèòû (ôàçîâûå êðèâûå) äâóõ ïîëåé, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ îðèåíòàöèþ. Åñëè íå âíîñèòü ýòîãî èçìåíåíèÿ,
òî ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé îêàçàëàñü áû êðàéíå ðåäêèì ÿâëåíèåì: òàê, ëþáîå ìàëîå
èçìåíåíèå âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðèâîäèëî áû ê ñèñòåìå, íåýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ó íåå íåò ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Îñîáàÿ òî÷êà âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ó
íåå íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà ìíèìîé îñè. Ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîíîäðîìèè ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Òåîðåìà 2.5 (òåîðåìà Ãðîáìàíà�Õàðòìàíà). C1-ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå (C1-ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì) â
îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé (ñîîòâ., íåïîäâèæíîé) òî÷êè òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâîåé ëè-
íåéíîé ÷àñòè â ýòîé òî÷êè.

Ïðèìåð 2.6. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíûõ íà ïëîñêîñòè: ñòîê,
ñåäëî, èñòî÷íèê. Öåíòð è ñåäëîóçåë íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè. Êàêîâ òîïîëîãè÷åñêèé
òèï ó (ãèïåðáîëè÷åñêîãî) óñòîé÷èâîãî ôîêóñà?

×àñòü 3. Áèôóðêàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê èíòåðåñóþùåé íàñ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, èçó÷èì áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà�

Õîïôà. Îíà ñâÿçàíà ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè, çàäàþùååñÿ â êîìïëåêñíîé êî-
îðäèíàòå ôîðìóëîé

ż = z(iω + ε + czz̄),

ãäå ε � áèôóðêàöèîííûé ïàðàìåòð. Ïðè âñåõ ε òî÷êà z = 0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà ôîêóñ, êîòîðûé
óñòîé÷èâ ïðè ε < 0 è íåóñòîé÷èâ ïðè ε > 0. Ïðè ε = 0 îñîáàÿ òî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòð ïî ëèíåéíûì
÷ëåíàì, óñòîé÷èâûé ïðè c < 0 è íåóñòîé÷èâûé ïðè c > 0.

Ïåðåéäåì äëÿ óäîáñòâà èçó÷åíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â êîîðäèíàòó r = zz̄ = |z|2. Â ýòîé êîîðäèíàòå

ṙ = 2r(ε + cr), r > 0.

Ìû âèäèì, ÷òî òî÷êå r = − ε
c ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë (åñëè ýòî ÷èñëî áîëüøå íóëÿ). Ïîýòîìó åñëè

c < 0, òî â èñññëåäóåìîì ñåìåéñòâå ïðè ε = 0 ïðîèñõîäèò ò.í. ìÿãêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè (ðåøåíèÿ,
áëèçêèå ê íóëþ, óäàëÿþòñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà

√
ε), à ïðè c > 0 �æåñòêàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè

(ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê íóëþ, ïåðåõîäÿò â äðóãîé ðåæèì, íàïðèìåð, íà÷èíàþò �íàìàòûâàòüñÿ� íà äàëåêèé
ïðåäåëüíûé öèêë).

Îïèøåì òåïåðü áèôóðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ñâÿçàííóþ ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè.

Ïóñòü èìååòñÿ âåêòîðíîå ïîëå â R3 è çàìêíóòàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Åñëè ìóëüòèïëèêàòîðû (ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåàðèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîíîäðîìèè f) ïî ìîäóëþ îòëè÷íû îò 1, òî ïî òåîðåìå
Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà òîïîëîãè÷åñêèé òèï ôàçîâûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè ýòîé òðàåêòîðèè íå ìåíÿåòñÿ. Êðî-
ìå òîãî, åñëè ìóëüòèïèêàòîðû îòëè÷íû îò 1, òî ñàìà êðèâàÿ íå èñ÷åçàåò, à ëèøü íåìíîãî äåôîðìèðóåòñÿ (ïî
òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè f(x)− x).

Åñëè æå â ñåìåéñòâå ïîÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì, ðàâíûì −1, òî îò ïåðèîäè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè îòâåòâëÿåòñÿ äâàæäû íàìàòûâàþùàÿñÿ íà íåå çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ. Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ, ðàâ-
íî êàê è ñîîòâåòñòâóþùàÿ áèôóðêàöèÿ ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è ïåðåõîäà ê ñëó÷àþ
äèñêðåòíîãî âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ
áèôóðêàöèé áóäóò îñíîâíîé òåìîé êóðñà.

Íà÷àëî èçó÷åíèÿ ñàìîãî âàæíîãî ìîäåëüíîãî ïðèìåðà � â óïðàæíåíèÿõ.


