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Êàñêàäû áèôóðêàöèé, óíèâåðñàëüíîñòü

Ôåéãåíáàóìà è òåîðåìà Øàðêîâñêîãî.
êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà � ñòîõàñòè÷íîñòü vs. ðåãóëÿðíîñòü � ãèïîòåçà

Ïàëèñà � óíèìîäàëüíûå îòîáðàæåíèÿ � ÿâëåíèå óíèâåðñàëüíîñòè � ïîðÿäîê Øàðêîâñêîãî

Â ýòîé ëåêöèè ìû îáúÿñíèì, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâÿçàí-
íûå ñ íåé âîïðîñû è îïèøåì íåêîòîðûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ âåùåñòâåííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé
íà ïðèìåðå òåîðåìû Øàðêîâñêîãî.

×àñòü 1. Êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Îáûêíîâåííî â òåîðèè áèôóðêàöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå ñåìåéñòâà â îêðåñòíîñòè áèôóð-
êàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Ñâîéñòâî óíèâåðñàëüíîñòè æå ñâÿçàíî ñ ïîâåäåíèåì ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî f(x, a) íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà I â ñåáÿ, çàâèñÿùåå îò âåùåñòâåííîãî ïà-
ðàìåòðà a. Ïóñòü êàæäîå îòîáðàæåíèå ñåìåéñòâà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0 = x0(a). Óñòîé÷èâîñòü ýòîé
íåïîäâèæíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ â ýòîé òî÷êå: åñëè |f ′x(x0(a))| < 1, òî òî÷êà óñòîé-
÷èâà, à åñëè |f ′x(x0(a))| > 1, òî íåò (ñëó÷àé |f ′x(x0(a))| = 1 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïðèòÿæåíèå èëè îòòàëêèâàíèå
åñòü, òî îíî ñóáýêñïîíåíöèàëüíî)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x0 óñòîé÷èâà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a, è ïðîèçâîäíàÿ â
íåé óáûâàåò ñ ðîñòîì a. Òîãäà (åñëè ïðè ýòîì áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè íå âûðîæäàëñÿ) ïðè
òîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a1, êîãäà f ′x(x0(a)) = −1, ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà: íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà òåðÿåò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü, è âáëèçè íåå ðîæäàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ îðáèòà x1, x2 ïåðèîäà 2.

Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî fλ(x) := λx(1 − x), êîòîðîå ïðè λ ∈ [0; 4] ïåðåâîäèò îòðåçîê â ñåáÿ.
Ïðè λ > 1 îíî èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0 = 1 − 1

λ , ïðîèçâîäíàÿ â êîòîðîé ðàâíà 2 − λ. Çíà÷èò, ïåðâàÿ
áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðîèñõîäèò ïðè λ = 3.

Óñòîé÷èâîñòü ýòîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé (f2)′x(x1(a)): åñëè åå
ìîäóëü ìåíüøå 1, òî äà, à åñëè áîëüøå, òî íåò. Âíà÷àëå, ïðè ïîñòáèôóðêàöèîííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà,
áëèçêîì ê a1, (f2)′x(x1(a)) áëèçêî ê 1. Åñëè îðáèòà ïåðèîäà 2 óñòîé÷èâà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîèçâîäíàÿ
óìåíüøàåòñÿ, ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |(f2)′x(x1(a))| = −1, è ïðîèñ-
õîäèò ñëeäóþùàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà x1, x2 òåðÿåò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü, è
ïîÿâëÿåòñÿ îðáèòà ïåðèîäà 4.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà a ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïîðîæäàþ-
ùèå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïåðèîäîâ 2n, ïðè÷åì ïðè êàæäîì íåáèôóðêàöèîííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà îðáèòà
íàèáîëüøåãî ïåðèîäà áóäåò óñòîé÷èâîé, à îñòàëüíûå � íåò. Îêàçûâàåòñÿ, â î÷åíü øèðîêîì êëàññå ñèñòåì
áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà an èìåþò ïðåäåë: A = limn→∞ an. Îòîáðàæåíèå fA èìååò, òàêèì îá-
ðàçîì, èíâàðèàíòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî è áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî îòòàëêèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
ïåðèîäîâ 2n. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a = A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó ïåðåõîäà îò ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ ê
õàîòè÷åñêîìó (ñòîõàñòè÷åñêîìó).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îòîáðàæåíèå îòðåçêà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî îáëàäàåò ïðèòÿãèâàþ-
ùåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòîé. Îòîáðàæåíèå îòðåçêà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì, åñëè îíî îáëàäàåò
èíâàðèàíòíîé ìåðîé, àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Òåîðåìà 1.3 (Ëþáè÷, 1998). Ïî÷òè âñÿêîå îòîáðàæåíèå èç êâàäðàòè÷íîãî ñåìåéñòâà fa (ïðèìåð 1.1) ëèáî
ðåãóëÿðíî, ëèáî ñòîõàñòè÷íî.
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Òåîðåìà Ëþáè÷à è åå ïîñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ äëÿ áîëüøîãî êëàññà îòîáðàæåíèé, â ÷àñòíîñòè, óíèìîäàëüíûõ (îïðå-

äåëåíèå ñì. íèæå), ÿâèëèñü ïåðâûì ïðèìåðîì äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Ïàëèñà, äëÿ ñëó÷àå îäíîìåðíîé äèíàìèêè

óòâåðæäàþùåé, ÷òî àòòðàêòîð ïî÷òè êàæäîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòåé, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèòÿãèâàþùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, ëèáî îáëàäàåò àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé.

×àñòü 2. Óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà.

Â êîíöå 1970-õ ãîäîâ Ì.Ôåéãåíáàóì âû÷èñëÿë íà êàëüêóëÿòîðå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áèôóðêàöèîííûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà an ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ A, òî åñòü ïðåäåë

(1) lim
n→∞

(A− an)−
1
n ,

è îí îêàçàëñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì 4, 6692 . . . . Îäíàêî çàòåì îí îáíàðóæèë, ÷òî äëÿ äðóãèõ ñåìåéñòâ
óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé, íàïðèìåð, äëÿ fb(x) = b sin x

π (â îãðàíè÷åíèè íà îòðåçîê [0;1] è ïðè b ∈ [0; 1])
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ê ïðåäåëüíîìó òî÷íî òàêàÿ æå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ óíèìîäàëüíûì, åñëè îíî èìåååò åäèí-
ñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (íîëü ïðîèçâîäíîé).

Âîçíèêëà åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà, êîòîðàÿ âñêîðå áûëà äîêàçàíà ÷èñòî âåùåñòâåííûìè ìåòîäàìè (ñ èñïîëü-
çîâàíèåì êîìïüþòåðà), à çàòåì è êîìïëåêñíûìè.

Òåîðåìà 2.2 (Óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà). [Feigenbaum, Collet, Tresser, Lanford, 1979-1982; Sullivan,
McMullen, Lyubich, 1992-1999)] Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ê ïðå-
äåëüíîìó îäèíàêîâà äëÿ âñåõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà â ñåáÿ.

Ïîêàçàòåëü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (1) äëÿ óíèìîäàëüíûõ îòîáðàæåíèé ðàâåí δ = 4, 6692 . . . è íàçûâàåòñÿ
êîíñòàíòîé Ôåéãåíáàóìà.

Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, óíèâåðñàëüíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî â óêàçàííîì ñâîéñòâå, íî è â ñòðóê-
òóðå è ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà ñèñòåìû è â ïîâåäåíèè èòåðàöèé îòîáðàæåíèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëà áè-
ôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà (çàâèñèìîñòü îò êîòîðîãî, åñòåñòâåííî, ïðåäïîëàãàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé).
Ìû ïðîñëåäèì ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà â òå÷åíèå áëèæàéøèõ ëåêöèé, à âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà
îïèøåì ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå äîêàçàòü òåîðåìó Ëþáè÷à è ïîëó÷èòü âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî óíèâåðñàëüíîñòè
Ôåéãåíáàóìà.

×àñòü 3. Ïîðÿäîê Øàðêîâñêîãî.

Âñþäó íèæå ïîä ïåðèîäîì òî÷êè áóäåò ïîíèìàòüñÿ åå íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ïåðèîä, à âñå òî÷êè â öèêëå
ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ áóäóò ïîäðàçóìåâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

1 ≺ 2 ≺ 22 ≺ 23 ≺ · · · ≺ 2m ≺ · · · ≺ 2k·(2n−1) ≺ · · · ≺ 2k·5 ≺ 2k·3 ≺ · · · ≺ 2·7 ≺ 2·5 ≺ 2·3 ≺ · · · ≺ 7 ≺ 5 ≺ 3,

íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì Øàðêîâñêîãî.

Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå I ⊃ R, îòîáðàæàþùàÿ åãî â ñåáÿ.

Òåîðåìà 3.2 (Øàðêîâñêèé, 1964). Åñëè f îáëàäàåò òî÷êîé (íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî) ïåðèîäà a è b ≺ a,
òî f îáëàäàåò òî÷êîé (íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî) ïåðèîäà b.

Áîëåå òîãî, êðîìå òåîðåìû Øàðêîâñêîãî íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïîÿâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî íà÷àëüíîãî îòðåçêàM ïîðÿäêà Øàðêîâñêîãî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ,
äëÿ êîòîðîé ñîâîêóïíîñòü ïåðèîäîâ âñåõ åå ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ M .
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Äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ òåîðåì ñîäåðæèòñÿ â óïðàæåíèÿõ (ìàòåðèàë äëÿ êîòîðûõ ëþáåçíî ïðåäîñòàâèë À.Êëèìåíêî);
ñåé÷àñ æå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Øàðêîâñêîãî, â äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîãî ñîäåð-
æàòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåãî ðåçóëüòàòà.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò öèêë äëèíû 3, òî îíà èìååò öèêë ëþáîé äðóãîé äëèíû.

Èñòîðè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå �ïåðèîä 3 âëå÷¼ò õàîñ�. Ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí â îä-
íîèìåííîé ñòàòüå Ëè è Éîðêà 1975 ãîäà, êîòîðûå íå çíàëè îá îáùåì ðåçóëüòàòå Øàðêîâñêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ ïðåäïîøëåì îïðåäåëåíèå è ëåììó.
×åðåç D,D1, D2, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü îòðåçêè, ëåæàùèå â I.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïóñòü D1, . . . , Dn � íàáîð îòðåçêîâ. Åãî ãðàôîì Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò îòðåçêàì íàáîðà D1, . . . , Dn, à ðåáðî Di → Dj ïðîâåäåíî, åñëè è
òîëüêî åñëè f(Di) ⊃ Dj (Di íàêðûâàåò Dj ïîä äåéñòâèåì f).

Ëåììà 3.6. (i) Åñëè D ⊂ f(D), òî f îáëàäàåò íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

(ii) Åñëè D1 ⊂ f(D), òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê D̃ ⊂ D, òàêîé ÷òî f(D̃) = D1.
(iii) Ïóñòü ãðàô Ìàðêîâà ñîäåðæèò ñòðåëêè D1 → D2 → · · · → Dn → D1. Òîãäà ñóùåñòâóþò îòðåçêè
D′1 ⊂ D1, . . . , D

′
n ⊂ Dn, òàêèå ÷òî f(D

′
1) = D′2, f(D

′
2) = D′3, . . . , f(D

′
n−1) = D′n, f(D

′
n) = D1.

(iv) Ïóñòü ãðàô Ìàðêîâà ñîäåðæèò ñòðåëêè D1 → D2 → · · · → Dn → D1. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè xj ∈ Dj

(j = 1, . . . , n) òàêèå, ÷òî f(x1) = x2, . . . , f(xn−1) = xn, f(xn) = x1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) D = [a, b]. Ïóñòü f(x) 6 a, f(y) > b. Òîãäà f(x) − x 6 a − a = 0, f(y) − y > b − b = 0,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò z ∈ [x, y], ò. ÷. f(z)− z = 0.

(ii) D1 = [a, b]. Âûáåðåì a′, b′ ⊂ D òàê ÷òî f(a′) = a, f(b′) = b. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a′ 6 b′ (âòîðîé ñëó÷àé
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí). Ïîëîæèì b̃ = inf{x ∈ [a′, b′] | f(x) = b }. Òîãäà f(b̃) = b, à f([a′, b̃)) ⊂ (−∞, b).
Íàêîíåö, ïîëîæèì ã = sup{x ∈ [a′, b̃] | f(x) = a }. Òîãäà D̃ = [ã, b̃] � èñêîìûé.

(iii) Ïî èíäóêöèè èç ïóíêòà (ii).

(iv) Ïðèìåíèì ïóíêò (i) ê îòîáðàæåíèþ fn è îòðåçêó D′1 èç ïóíêòà (iii) (ïîñëåäíåå ãàðàíòèðóåò, ÷òî òî÷êè
ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì). �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3.4. Åñëè f èìååò öèêë äëèíû 3, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îòðåçêè D1 è D2,
èìåþùèå îäíó îáùóþ òî÷êó, ÷òî èõ ãðàô Ìàðêîâà ñîäåðæèò ñòðåëêè D1 → D1, D1 → D2, D2 → D1.
Äåéñòâèòåëüíî, öèêëè÷åñêè ìåíÿÿ íóìåðàöèþ òî÷åê öèêëà, äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî òî÷êà x2 ëåæèò ìåæäó x1 è
x3. Òîãäà D1 = [x2, x3], D2 = [x1, x2].

Öèêë äëèíû l = 1 ñóùåñòâóåò áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó D1 → D1 è ïóíêòó (i) ëåììû.
Ïóñòü l > 1. Ñîñòàâèì çàìêíóòûé ïóòü D1 → D2 → D1 → · · · → D1 → D1 äëèíû l â ãðàôå Ìàðêîâà,
â êîòîðîì ïî ïóíêòó (iv) ëåììû åñòü çàìêíóòàÿ îðáèòà. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë
äëèíû l, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ëèáî îíà ïðîõîäèò ïî âíóòðåííîñòÿì îòðåçêîâ, ëèáî îíà ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî
ðàç ïîâòîð¼ííûì öèêëîì x1, x2, x3. Â ïåðâîì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî îðáèòà òîëüêî îäèí ðàç ïðîéä¼ò ÷åðåç D2,
è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì öèêëîì. Âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí ïðè l 6= 3: l/3 > 1 òî÷åê òàêîãî öèêëà ëåæàò
âíå D1. �


