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Ýðãîäè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå

îòîáðàæåíèÿ.
òåîðåìà Ê¼áå îá óíèôîðìèçàöèè � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà � ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî

� ðàñòÿæåíèå ìíîæåñòâà Æþëèà � äèõîòîìèÿ: ýðãîäè÷íîñòü/ïðèòÿæåíèå �
ãèïåðáîëè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîé ëåêöèè ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé ñôåðû Ðèìàíà â ñåáÿ. Êàê è â ïðîøëîé

ëåêöèè, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆ = { z ∈ C : |z| < 1 } åäèíè÷íûé äèñê, è ÷åðåç Ĉ � ñôåðó Ðèìàíà. Êðîìå
òîãî, êàê è â ïðîøëîé ëåêöèè, íàì ïîòðåáóåòñÿ íàïîìíèòü åùå íåñêîëüêî ôàêòîâ èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà
(çà íåäîñòàòêîì âðåìåíè ïî÷òè íè÷åãî íå îáúÿñíÿÿ).

×àñòü 1. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ýëëèïòè-
÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ôàêòîð C/L, ãäå L � êîìïëåêñíàÿ
ðåøåòêà (àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä R êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè).

Êàê íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî-äâóìåðíûì ìíîãîîáðà-
çèåì. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðîâàíî, òàê êàê ÿêîáèàí êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè ðàâåí êâàäðàòó åå ìîäóëÿ
è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿêîáèàíû âñåõ ñêëååê ëîêàëüíûõ êàðò ïîëîæèòåëüíû. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà 1 (òîð), ïðè÷åì, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ëþáàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà 1
èçîìîðôíà íåêîòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Òåîðåìà 1.2 (òåîðåìà Ê¼áå îá óíèôîðìèçàöèè). Âñÿêàÿ îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü èçîìîðôíà ëèáî

Ĉ, ëèáî C, ëèáî ∆.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. (i) Ïîâåðõíîñòè, óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ êîòîðûõ èçîìîðôíà Ĉ, èçîìîðôíû Ĉ.
(ii) Ïîâåðõíîñòè, óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ êîòîðûõ èçîìîðôíà C, èçîìîðôíû ëèáî C, ëèáî C \ { 0 },
ëèáî ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, X̃ � åå óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþùàÿ è G = π1(X). Òîãäà G

ñâîáîäíî è ðàçðûâíî äåéñòâóåò íà X̃ êàê ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ, è X ∼= X̃/G. Îñòàëîñü âûÿñíèòü, êàêèå ãðóïïû

àâòîìîðôèçìîâ ìîãóò äåéñòâîâàòü ñâîáîäíî è ðàçðûâíî íà Ĉ è C.

Âñÿêèé àâòîìîðôèçì Ĉ äðîáíî-ëèíååí è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Çíà÷èò, G = { e }, è óòâåðæäåíèå
(i) äîêàçàíî.

Âñÿêèé àâòîìîðôèçì C èìååò âèä z 7→ az + b. Ïîýòîìó îí ìîæåò íå èìåòü íåïîäâèæíîé òî÷êè òîëüêî ïðè a = 1.
Óòâåðæäåíèå (ii) òåïåðü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ðàçðûâíîé ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ { z 7→ z+ b } ïàðàìåòð b ëèáî ðàâåí
íóëþ, ëèáî ïðîáåãàåò îäíîìåðíóþ èëè äâóìåðíóþ ðåøåòêó. Ýòè òðè ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâóþò îïèñàííûì â óñëîâèè. �

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè åå óíèâåðñàëüíàÿ íàêðûâàþ-
ùàÿ èçîìîðôíà åäèíè÷íîìó êðóãó ∆.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû Ê¼áå, ëþáàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, êðîìå îïèñàííûõ â ïðåäëîæåíèè 1.3, ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé. Íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ îïðåäåëåíà ðèìàíîâà ìåòðèêà, îïóùåííàÿ èç ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé ìåòðèêè íà ∆ ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ. Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, èëè
ìåòðèêîé Ïóàíêàðå.

Çàìå÷àíèå 1.5. Ê ñîæàëåíèþ, òåðìèí �ãèïåðáîëè÷åñêèé� èìååò íåñêîëüêî çíà÷åíèé äàæå â ïðåäåëàõ ýòîé ëåêöèè
(çäåñü òåðìèí óïîìÿíóò â ñâÿçè ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèåé). Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû, â ýòîì êîíòåêñòå ìû áóäåì
èíîãäà ãîâîðèòü î �êîíôîðìíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè�.
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Ïåðå÷èñëèì (áåç äîêàçàòåëüñòâà) íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íåñëîæíûå ñëåäñòâèÿ ëåììû Øâàðöà.

Òåîðåìà 1.6. (i) Âñÿêèé èçîìîðôèçì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.
(ii) Âñÿêîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íå óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿ-
íèÿ è äëèíû êðèâûõ â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå.
(iii) Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà ãåîäåçè÷åñêè ïîëíà (ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííî ïðî-
äîëæåíà) è èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó.
(iv) Äëÿ îòêðûòûõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ U ⊂ C ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåòðèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
ds2 = (FU (z))2(dx2 + dy2), ãäå

FU :=
1

max|f ′(0)|
,

à ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì èçîìîðôèçìàì f : ∆→ U , ÷òî f(0) = z.
(v) Ïóñòü f : X → Y � âëîæåíèå îäíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â äðóãóþ, è ïóñòü s = d(x, Y \X) �
ðàññòîÿíèå â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå ïîâåðõíîñòè Y . Òîãäà f ′(x)→ 0 ïðè s→ 0.

Ïðèìåðû 1.7. (1) Â åäèíè÷íîì äèñêå ∆: ds = |dz|
1−|z|2 .

(2) Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè H: ds = |dz|
2 Im(z) .

(3) Â ïðîêîëîòîì åäèíè÷íîì äèñêå ∆∗: ds = |dz|
2|z| log( 1

|z| )
.

×àñòü 2. Ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïîñòêðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì P (f) îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå îáúåäèíå-
íèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóîðáèò { fn(c), n > 0 } âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê c.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîñòêðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ðàñòÿãè-

âàåò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìåòðèêó íà Ĉ\P (f). Ýòî, êîíå÷íî, èìååò ñìûñë òîëüêî åñëè P (f) íå ñîâïàäàåò ñî âñåé
ñôåðîé Ðèìàíà. Êðîìå òîãî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè íåîáõîäèìî, ÷òîáû P (f) ñîäåðæà-
ëî õîòÿ áû òðè ýëåìåíòà; êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, ñîäåðæàòåëüíûå ñëó÷àè ýòèì èñ÷åðïûâàþòñÿ.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2. Åñëè P (f) ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ
ýëåìåíòîâ, òî f ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì z 7→ z±d, è åãî ìíîæåñòâî Æþëèà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåâåäåì äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì òî÷êè ìíîæåñòâà P (f) â ìíîæåñòâî { 0,∞}.
Îñòàëüíîå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå óïðàæíåíèÿ 3 ê ïðåäûäóùåé ëåêöèè. �

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2, è P (f) ñîäåðæèò íå ìåíåå

òðåõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà åñëè x ∈ Ĉ \ P (f), òî ‖f ′(x)‖ > 1 ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå íà

Ĉ \ P (f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q1(f) = f−1(P (f)). Òîãäà

f : Ĉ \Q1(f)→ Ĉ \ P (f)

� ëîêàëüíî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, à çíà÷èò, ãîëîìîðôíîå íàêðûòèå. Ïîýòîìó f ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåòðèê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó P (f) ⊂ Q1(f), òî (Ĉ\Q1(f)) ⊂
(Ĉ \ P (f)), è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïóíêòà (ii) òåîðåìû 1.6. �

Òåîðåìà 2.4 (ðàñòÿæåíèå ìíîæåñòâà Æþëèà). Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2, è
P (f) ñîäåðæèò íå ìåíåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ J(f), ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîðáèòà êî-
òîðîé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîñòêðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì, ‖(fn)′(x)‖ → ∞ ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé

ìåòðèêå íà Ĉ \ P (f).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Qn(f) = f−n(P (f)). Òîãäà Qn � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ.
Ïóñòü Q̄ � çàìûêàíèå åå îáúåäèíåíèÿ Q = ∪n∈NQn. Äîêàæåì ñïåðâà, ÷òî J(f) ⊂ Q̄. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z ∈ J(f). Ïî òåîðåìå î òðàíçèòèâíîñòè, îáúåäèíåíèå V îáðàçîâ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè

U 3 z ñîäåðæèò âñþ ñôåðó Ðèìàíà Ĉ, êðîìå, áûòü ìîæåò, äâóõ òî÷åê (ñ êîíå÷íîé áîëüøîé îðáèòîé). Çíà-
÷èò, V ïåðåñåêàåòñÿ ñ P (f). Çíà÷èò, U ïåðåñåêàåòñÿ ñ Q. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè z
ïåðåñåêàåòñÿ ñ Q, z ∈ Q̄.

Îòñþäà ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ìåæäó Qn è x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Òîãäà è ðàññòîÿíèå îò x äî

Qn â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå Ĉ \ P (f) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ïóíêòó (v) òåîðåìû 1.6, äëÿ
âëîæåíèÿ

in : (Ĉ \Qn(f))→ (Ĉ \ P (f))

âûïîëíåíî ‖i′n(x)‖ → 0 (ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêàì Ïóàíêàðå îáðàçà è ïðîîáðàçà). Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå

fn ◦ i−1n íåîãðàíè÷åííî ðàñòÿãèâàåò ìåòðèêó Ïóàíêàðå íà Ĉ \ P (f) ñ ðîñòîì n. �

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ïðèòÿãèâàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, à òàêæå
âñå íåéòðàëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, ëåæàùèå â ìíîæåñòâå Æþëèà (â ÷àñòíîñòè, ïàðàáîëè÷åñêèå).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |P (f)| = 2, òî îòîáðàæåíèå ñîïðÿæåíî ñ îòîáðàæåíèåì âèäà z 7→ zd, è óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Åñëè fp(x) = x è x� ïðèòÿãèâàþùàÿ, òî îíà ëåæèò â P (f) ïî ïðåäëîæåíèþ 2.3. Åñëè x íåéòðàëüíàÿ
è x ∈ J(f), òî x ∈ P (f) ïî òåîðåìå 2.4. �

×àñòü 3. Ýðãîäè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îòîáðàæåíèå f ñ êîíå÷íîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé µ íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè ëþáîå
âïîëíå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî èìååò ïîëíóþ èëè íóëåâóþ ìåðó.

Îäíàêî ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ñôåðû Ðèìàíà Ĉ îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè, åñëè óïîìÿíóòîå

âûøå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ (íå îáÿçàòåëüíî èíâàðèàíòíîé) ìåðû ïëîùàäè íà Ĉ.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2. Òîãäà ëèáî J(f) = Ĉ è îòîáðàæå-
íèå f ýðãîäè÷íî, ëèáî äëÿ ïî÷òè âñåõ (ïî ìåðå ïëîùàäè) x ∈ J(f) ñôåðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå d(fn(x), P (f))
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì ëåììó.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü V ⊂ Ĉ \P (f) � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, à U � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè f−n(V ).
Òîãäà fn : U → V � íàêðûòèå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè V îäíîñâÿçíî, òî íàéäåòñÿ óíèâàëåíòíàÿ âåòâü f−n,
îòîáðàæàþùàÿ V â U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ fn ëåæàò â ìíîæåñòâå P (f). Çíà÷èò, fn : U → V � ëî-
êàëüíûé ãîìåîìîðôèçì, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàêðûòèå. Åñëè V îäíîñâÿçíî, òî íàêðûòèå òðèâèàëüíî. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò õîòÿ áû òðè
òî÷êè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ëåììå 2.2, J(f) � îêðóæíîñòü, è èìååò íóëåâóþ ïëîùàäü).

Ïóñòü íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî E ⊂ J(f) ïîëîæèòåëüíîé ïëîùàäè, äëÿ êàæäîãî x èç êîòîðîãî

lim
n→∞

d(fn(x), P (f)) > ε > 0.

Ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî F ⊂ J(f), ïåðåñåêàþùåå E ïî ìíîæåñòâó

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ñîâïàäàåò ñ Ĉ. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âûïîëíåí ïåðâûé ñëó÷àé.

Ïóñòü K = { z : d(z, P (f)) > ε }, è ïóñòü x � òî÷êà ïëîòíîñòè E ∩ F . Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, íàéäóòñÿ
òàêèå nk →∞, ÷òî yk = fnk(x) ∈ K.

Ðàññìîòðèì øàðû â ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå: Bk = B(yk, ε/2). Ñîãëàñíî ëåììå 3.3, íà Bk íàéäåòñÿ óíèâàëåíò-
íàÿ âåòâü gk îòîáðàæåíèÿ f

nk , òàêàÿ ÷òî gk(yk) = x. Áîëåå òîãî, gk ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî óíèâàëåíòíîé
ôóíêöèè íà áîëüøåì øàðå B(yk, ε). Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ê¼áå îá èñêàæåíèÿõ ïðîèçâîäíàÿ gk íà Bk îãðàíè-
÷åíà, è ïëîùàäü îáëàñòè Ck = gk(Bk) ñðàâíèìà ñ ïëîùàäüþ êðóãà ñ òåì æå äèàìåòðîì.
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Ïî òåîðåìå 2.4 î ðàñòÿæåíèè ìíîæåñòâà Æþëèà, ‖(fnk)′(x)‖ → ∞ ïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåò-

ðèêå íà Ĉ \ P (f). Ïîñêîëüêó K � êîìïàêò, òî æå âåðíî è ïî îòíîøåíèþ ê ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêå. Ïîýòîìó

�ñôåðè÷åñêèé� äèàìåòð Ck ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàê êàê x � òî÷êà ïëîòíîñòè, area(F∩Ck)
area(Ck)

→ 1. Òàê êàê F

f -èíâàðèàíòíî, area(F∩Bk)
area(Bk)

→ 1.

Ðàçìåðû øàðîâ Bk ïîñòîÿííû, ïîýòîìó â ñèëó êîìïàêòíîñòè Ĉ ìîæíî íàéòè òàêîé øàð B, â êîòîðîì ïëîò-
íîñòü F åäèíè÷íàÿ. Â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà Æþëèà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îíî ñîäåðæèò âíóòðåííþþ

òî÷êó, è, ñëåäîâàòåëüíî F = J(f) = Ĉ (ïî ïåðâîìó ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû î òðàíçèòèâíîñòè). �

×àñòü 4. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé, è ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû îá ýðãîäè÷íîñòè äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Æþëèà òàêîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò ìåðó 0.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè d > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

(1) ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî P (f) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì Æþëèà J(f);
(2) ìíîæåñòâî Æþëèà íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïàðàáîëè÷åñêèõ öèêëîâ;
(3) êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f ñòðåìèòñÿ ê ïðèòÿãèâàþùåìó öèêëó ïîä äåéñòâèåì

îòîáðàæåíèÿ f ;
(4) ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ êîíôîðìíàÿ ìåòðèêà ρ, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè J(f), òàêàÿ ÷òî ‖f ′(z)‖ρ >

C > 1 ïðè âñåõ z ∈ J(f);
(5) íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî fn ñòðîãî ðàñòÿãèâàåò ñôåðè÷åñêóþ ìåòðèêó â îãðàíè÷åíèè íà ìíî-

æåñòâî Æþëèà.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, èëè óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèî-
ìå À, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç (ýêâèâàëåíòíûõ) óñëîâèé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |P (f)| = 2, òî âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû (óïð. 4). Ïîýòîìó áóäåì ïîëàãàòü |P (f)| > 2.

Åñëè P (f) ∩ J(f) = ∅, òî ìíîæåñòâî Æþëèà íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ïàðàáîëè÷åñêèõ öèêëîâ â
ñèëó ñâîåé f -èíâàðèàíòíîñòè è ñëåäñòâèÿ 2.5 ñîîòâåòñòâåííî, ïîýòîìó (1) âëå÷åò (2). Äàëåå, (2) âëå÷åò (3) ïî
òåîðåìå î êëàññèôèêàöèè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà Ôàòó, êîòîðóþ ìû îáñóäèì â îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ëåêöèé. (3) âëå÷åò P (f) ⊂ F (f) è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (1).

Óñëîâèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî P (f) è Q(f) = f−1(P (f)) èìåþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê, à ñàìè

ñ÷åòíû. Çíà÷èò, Ĉ \ P (f) è Ĉ \Q(f) ñâÿçíû, è

f : Ĉ \Q(f)→ Ĉ \ P (f)

� íàêðûòèå è èçîìåòðèÿ â ñìûñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìåòðèê. Ïîñêîëüêó |P (f)| > 2, ìíî-
æåñòâî Q(f) \ P (f) íåïóñòî, ïîýòîìó âëîæåíèå

i : Ĉ \Q(f)→ Ĉ \ P (f)

ñæèìàåò â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå äëÿ âñåõ z ∈ Ĉ\Q(f). Ïîýòîìó f ðàñòÿãèâàåò â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå

Ĉ\P (f), ïðè÷åì íà ìíîæåñòâåÆþëèà J(f) � ñòðîãî ðàñòÿãèâàåò (ñèëó êîìïàêòíîñòè J(f) â Ĉ\P (f)). Îòñþäà
(3) âëå÷åò (4). Î÷åâèäíî, (4) âëå÷åò (5), ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Æþëèà ëþáûå äâå êîíôîðìíûå
ìåòðèêè êâàçèèçîìåòðè÷íû, à çíà÷èò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ðàñòÿæåíèå fn â ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêå
Ĉ \ P (f) ïðåâçîéäåò êîíñòàíòó êâàçèèçîìåòðè÷íîñòè è îêàæåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì è â ñòàíäàðòíîé ìåòðèêå
íà ñôåðå. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (5) âëå÷åò (2). �

Ñëåäñòâèå 4.3. Ìíîæåñòâî Æþëèà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ èìååò ìåðó 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. J(f) 6= Ĉ â ñèëó óñëîâèÿ (2). Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 3.2 J(f) íå ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëü-
íóþ ìåðó, âåäü òîãäà ÷àñòü ìíîæåñòâà Æþëèà ïðèòÿãèâàëàñü áû ê ïîñòêðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó è â ñèëó
çàìêíóòîñòè ïåðåñåêàëàñü áû ñ íèì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1). �


