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Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà
îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà � õàðàêòåðèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ êâàäðàòè÷íîãî

ñåìåéñòâà � êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà è áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà

Â ýòîé ëåêöèè ìû âåðíåìñÿ ê êâàäðàòè÷íîìó ñåìåéñòâó fc(z) := z2 + c, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò êàñêàä áè-
ôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, è ïðèìåíèì ê íåìó òåõíèêó ïðåäûäóùèõ äâóõ ëåêöèé, ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê

îòîáðàæåíèå ñôåðû Ðèìàíà Ĉ â ñåáÿ à c � êàê êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.

×àñòü 1. Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

Íà÷íåì ñ åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ðàñòÿæåíèè ìíîæåñòâà Æþëèà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. ×èñëî ïðèòÿãèâàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ g(z) = P (z)
Q(z)

íå ïðåâîñõîäèò degP + degQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå ïðèòÿãèâàþùèå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè. Çíà÷èò,
êàæäàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïðèòÿãèâàåò íåêîòîðóþ êðèòè÷åñêóþ. Êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê â C íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ g′(z) = 0, òî åñòü degP + degQ − 1; çíà÷èò, èõ ÷èñëî â

Ĉ íå áîëüøå degP + degQ. �

Êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå fc èìååò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè 0 è ∞ (ïîñëåäíÿÿ � íåïîäâèæíàÿ è ñóïåðïðè-
òÿãèâàþùàÿ).

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâîì Ìàíäåëüáðîòà M ⊃ C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ ïàðàìåòðîâ c, ÷òî
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 0 îòîáðàæåíèÿ fc íå ïðèíàäëåæèò áàññåéíó ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè.

Ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì (ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé ìû äîêàæåì â ñëåäóþùåé ëåêöèè) ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-
íîñòü ìíîæåñòâà Æþëèà.

Ïðåäëîæåíèå 1.3 (õàðàêòåðèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ êâàäðàòè÷íîãî ñåìåéñòâà). Äëÿ êàæäîãî îòîáðàæåíèÿ èç

êâàäðàòè÷íîãî ñåìåéñòâà fc âûïîëíåí ðîâíî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

(1) Íóëü ïðèíàäëåæèò áàññåéíó ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Èìååòñÿ ëèøü îäíà îáëàñòü ïðèòÿæå-

íèÿ. Ìíîæåñòâî Æþëèà ñîñòîèò èç íåñ÷åòíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

(2) Ñóùåñòâóåò ïðèòÿãèâàþùàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ ïðèòÿ-

ãèâàåò íóëü. Ìíîæåñòâî Æþëèà ñâÿçíî è ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé äâóõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ.

(3) Íóëü ëåæèò â ìíîæåñòâå Æþëèà.

Ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ c, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì äâóì ñëó÷àÿì, îòêðûòû. Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà

M çàìêíóòî è ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì äî ïåðâîãî èç íèõ. Îòîáðàæåíèå fc ãèïåðáîëè÷íî â ïåðâûõ äâóõ

ñëó÷àÿõ è íåãèïåðáîëè÷íî â òðåòüåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, ó îòîáðàæåíèÿ èìååòñÿ íå áîëåå äâóõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïðèòÿãèâàþùèõ îðáèò. Îäíà èç íèõ � ∞.

1. Åñëè îáå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ê íåé ïðèòÿãèâàþòñÿ, òî âòîðîé ïðèòÿãèâàþùåé îðáèòû íåò. Òîãäà ïàðàìåòð
c íå ëåæèò â ìíîæåñòâå Ìàíäåëüáðîòà, è ìíîæåñòâî Æþëèà íåñâÿçíî â ñèëó âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ìíîæå-
ñòâà M . Äîêàæåì òîãäà, ÷òî îíî èìååò íåñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
J = J0 ∪ J1, ãäå Ji � íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà îíè îáà áåñêîíå÷íû,
òàê êàê ìíîæåñòâî Æþëèà íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Äîêàæåì, ÷òî J0 íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Äåéñòâè-
òåëüíî, âûáåðåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî U , êîòîðîå ïåðåñåêàåò J0, íî íå ïåðåñåêàåò J1. Òîãäà ïî òåîðåìå î
òðàíçèòèâíîñòè, íåêîòîðûé åãî îáðàç fn(U) äîëæåí ïåðåñåêàòü îáà ìíîæåñòâà, èíà÷å U ëåæàëî áû â ìíîæå-
ñòâå Ôàòó ïî òåîðåìå Ìîíòåëÿ. Íî òîãäà, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà Æþëèà, fn(J0) ïåðåñåêàåò îáà
ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó J0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

1
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J00 = J0 ∩ f−n(J0) è J01 = J0 ∩ f−n(J1). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ íåïóñòûå êîìïàêòíûå ïîäìíî-
æåñòâà Jt1t2...tn äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tk) íóëåé è åäèíèö. Êàæäîå èõ áåñêîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îñòàëüíûìè, íåïóñòî è
ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè.

2. Åñëè íóëü ïðèòÿãèâàåòñÿ ê äðóãîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå, òî ìíîæåñòâî Æþëèà ñâÿçíî â ñèëó ýêâèâàëåíò-
íîñòè îïðåäåëåíèé è ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ïðèòÿæåíèÿ äâóõ òî÷åê ñîãëàñíî ïóíêòó (ii) ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î
òðàíçèòèâíîñòè (ëåêöèÿ 4).

3. Ïóñòü íóëü íå ïðèòÿãèâàåòñÿ íè ê îäíîé èç ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Åñëè áû îí íå ëåæàë â ìíîæåñòâå
Æþëèà, òî ïîñòêðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàëîñü áû ñ ìíîæåñòâîì Æþëèà, è îòîáðàæåíèå áûëî áû
ãèïåðáîëè÷íûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò áû òîìó, ÷òî êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
ñòðåìèòñÿ ê ïðèòÿãèâàþùåìó öèêëó.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíû. �

×àñòü 2. Êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà è áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà

Êîìïîíåíòû, êîòîðûå âèäíû íà èçîáðàæåíèè ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà (ñì. ðèñóíîê íà ëåêöèè èëè êàðòèíêó
èç èíòåðíåòà), ñîîòâåòñòâóþò âòîðîìó ñëó÷àþ ïðåäëîæåíèÿ 1.3. Â ÷àñòíîñòè, ñàìàÿ áîëüøàÿ îáëàñòü ìíî-
æåñòâà Ìàíäåëüáðîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, äëÿ êîòîðûõ åñòü óñòîé÷èâàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà 1 (íåïîäâèæíàÿ òî÷êà).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ãðàíèöà îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c, äëÿ êîòîðûõ íóëü ïðèòÿãèâàåòñÿ ê óñòîé÷è-
âîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ fc, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàðäèîèäó � êðèâóþ, êîòî-

ðóþ ïðî÷åð÷èâàåò ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè, êàòÿùàÿñÿ ïî íåïîäâèæíîé îêðóæíîñòè òîãî æå

ðàäèóñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå îáå îêðóæíîñòè èìåþò ðàäèóñ 1/4, è íåïîäâèæíàÿ èìååò öåíòð â òî÷êå 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îòîáðàæåíèå èìååò íåïîäâèæíóþ ïðèòÿãèâàþùóþ òî÷êó, òî c = b(2−b)
4 äëÿ íåêîòîðîãî

b ∈ ∆ (b � ìóëüòèïëèêàòîð â íåïîäâèæíîé òî÷êå). Ãðàíèöà çàäàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé äëÿ b èç åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè. Åñëè ïåðåéòè â ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âòîðàÿ îêðóæíîñòü âðàùàåòñÿ íà ìåñòå, òî åå

òî÷êà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé c′ = 2−b
4 . Îòñþäà c = b(2−b)

4 . �

Êðóãè íà ìíîæåñòâå Ìàíäåëüáðîòà ñîîòâåòñòâóþò ïðèòÿãèâàíèþ íóëÿ ê ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì áîëüøèõ
ïåðèîäîâ (ñì. òàêæå çàäà÷è ýêçàìåíà).

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ âèäíî, ÷òî ñàìàÿ ëåâàÿ òî÷êà êàðäèîèäû ñîîòâåòñòâóåò ìóëüòèïëèêàòîðó
−1, è â ýòîé òî÷êå äëÿ âåùåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ fc ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Êðóãè èç
ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà, ïåðåñåêàþùèå âåùåñòâåííóþ îñü, ñîîòâåòñòâóþò íàëè÷èþ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
ïåðèîäà 2k, è îòíîøåíèå ðàäèóñîâ ñîñåäíèõ êðóãîâ ñòðåìèòñÿ ê δ (êîíñòàíòà Ôåéãåíáàóìà).


