
Çàäà÷è ê ñïåöêóðñó �Ðåíîðìàëèçàöèÿ è óíèâåðñàëüíîñòü Ôåéãåíáàóìà�, 14 ôåâðàëÿ 2011 ã.

Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå I, îòîáðàæàþùàÿ åãî â ñåáÿ.
×åðåç D,D1, D2, . . . áóäåì îáîçíà÷àòü îòðåçêè, ëåæàùèå â I, à ÷åðåç ≺ � ïîðÿäîê Øàðêîâñêîãî íà N.

Çàíÿòèå ïîñâÿùåíî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà 0.1. (i) Åñëè f îáëàäàåò òî÷êîé (íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî) ïåðèîäà a è b ≺ a, òî f îáëàäàåò
òî÷êîé (íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî) ïåðèîäà b.
(ii) Äëÿ êàæäîãî íåïóñòîãî íà÷àëüíîãî îòðåçêà M ïîðÿäêà Øàðêîâñêîãî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êî-
òîðîé ñîâîêóïíîñòü ïåðèîäîâ âñåõ åå ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñ M .

1. Ïóñòü òî÷êà x èìååò ïåðèîä n ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ f . Êàêîâ å¼ ïåðèîä ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ fk?

2. Ïóñòü (x1, . . . , xn) � ñàìûé êîðîòêèé èç öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû, áîëüøåé 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç y1, . . . , yn
óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ òî÷êè x1, . . . , xn.
a) Ñóùåñòâóåò òàêîå i ∈ { 1, . . . , n− 1 }, ÷òî îòðåçîê D = [yi, yi+1] íàêðûâàåò ñåáÿ.
b) D ⊂ f(D) ⊂ f2(D) ⊂ · · · ⊂ fk(D) ⊂ . . . .
c) fk(D) (k 6 n− 2) ñîäåðæèò íå ìåíüøå, ÷åì k + 2 òî÷êè íàáîðà y1, . . . , yn.
d) Ñóùåñòâóåò j, òàêîå ÷òî yj è f(yj) ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ñåðåäèíû îòðåçêà D.
e) Íàéä¼òñÿ îòðåçîê E = [yk, yk+1], íå ñîâïàäàþùèé ñ D, íî íàêðûâàþùèé D.
f) Åñëè E ⊂ fn−3(D), òî f èìååò öèêë íå÷¼òíîé äëèíû, áîëüøåé 1 è ìåíüøåé n (÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ).
g) Îòðåçîê fk(D) ñîäåðæèò (ïðè k 6 n− 2) ðîâíî k + 2 òî÷êè íàáîðà y1, . . . , yn.
h) Ïðè ôèêñèðîâàííîì n ôóíêöèÿ f ìîæåò ïåðåñòàâëÿòü òî÷êè y1, . . . , yn òîëüêî îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ
ñïîñîáîâ.
i) Ôóíêöèÿ f èìååò öèêë ëþáîé ÷¼òíîé äëèíû è ëþáîé íå÷¼òíîé äëèíû, áîëüøåé n.

3. a) Ïóñòü òî÷êà x èìååò ïåðèîä n ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ fk. Âåðíî ëè, ÷òî îíà èìååò ïåðèîä nk ïðè
äåéñòâèè f?
b) Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà âåðíî ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü k
äåëèò ÷èñëî n.

4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, c � íå÷¼òíîå, áîëüøåå 1, d � ÷¼òíîå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f èìååò òî÷êó
ïåðèîäà 2nc, òî f èìååò òî÷êó ïåðèîäà 2nd.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ òî÷åê ïîä äåéñòâèåì f áóäåì îáîçíà÷àòü Per f .

5. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f c Per f = P . Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ g, äëÿ êîòîðîé Per g = 2P ∪ { 1 }.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè:
a) èìåþùåé òî÷êó ïåðèîäà 9, íî íå èìåþùåé òî÷êè ïåðèîäà 7;
b) èìåþùåé òî÷êè ïåðèîäîâ 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, íî íå èìåþùåé òî÷åê äðóãèõ ïåðèîäîâ;
c) èìåþùåé òî÷êó ïåðèîäà 6, íî íå èìåþùåé òî÷åê íå÷¼òíûõ ïåðèîäîâ, áîëüøèõ åäèíèöû.

7. a) Ïóñòü òî÷êà èìååò ïåðèîä 27 ïîä äåéñòâèåì f4. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò ïåðèîä 27, 54 èëè 108 ïîä
äåéñòâèåì f .
b) Åñëè f èìååò òî÷êó ïåðèîäà 100, òî îíà èìååò òî÷êó ïåðèîäà 108.

8. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, c > 1 è d > c � íå÷¼òíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå åñëè 2nc ∈ Per f , òî 2nd ∈ Per f .

9. Ïóñòü f èìååò öèêë (x1, . . . , xn) ÷¼òíîé äëèíû, y1, . . . , yn � òå æå òî÷êè, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ.
a) Óòâåðæäåíèÿ çàäà÷ 2a)-2c) ñïðàâåäëèâû è â ýòîì ñëó÷àå.
b) Åñëè óòâåðæäåíèå çàäà÷è 2d) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ôóíêöèÿ èìååò öèêë äëèíû 2.
c) Åñëè óòâåðæäåíèå çàäà÷è 2d) âûïîëíÿåòñÿ, òî ôóíêöèÿ èìååò öèêë íå÷¼òíîé äëèíû, áîëüøåé 1 (à çíà÷èò,
è öèêë äëèíû 2).

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2n ∈ Per f , ãäå n > 1, òî 2n−1 ∈ Per f .

11. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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