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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �n = {(x0; : : : ; xn) | x0; : : : ; xn ≥ 0; x0 +
· · · + xn = 1}. óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ n-ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : �n → X. óÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ÃÅÐØÀ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØÃÅ K (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ
É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ Cn(X;K), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÓÅÍÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ n-
ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍÉ × X. óÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ ËÏÃÅÐØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ K-ÍÏÄÕÌÑ Hom(Cn(X;K);K). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ÃÅÐØ ÜÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒ-
ÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, Á ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ËÏÃÅÐØ | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × K.

çÒÁÎØÀ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �n;i
def= {(x0; : : : ; xn) ∈ �n | xi = 0}; ÚÄÅÓØ 0 ≤ i ≤ n.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ui;n−1 : �n−1 → �n ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ui;n−1(x0; : : : ; xn−1) =
(x0; : : : ; xi−1; 0; xi; : : : ; xn−1); ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ �n−1 → �n;i. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ @n ÉÚ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ n-ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× × Cn−1(X;K) ÆÏÒÍÕÌÏÊ @n(f) = ∑n

i=0(−1)nf ◦ ui;n−1; ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ
ÅÇÏ ÐÏ \K-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ"ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ Cn(X;K) → Cn−1(X;K). ôÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ dn :
Cn(X;K) → Cn+1(X;K) ËÁË Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë @n+1: dn(')(f) def= '(@n+1f), ÇÄÅ ' ∈ Cn(X;K), f ∈ Cn+1(X;K).
ìÅÍÍÁ. @n ◦ @n+1 = 0, dn ◦ dn−1 = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÉ Ä×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ; ÄÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕ-
ÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f : �n+1 → X ÉÍÅÅÍ @n(@n+1(f)) = @n(∑n+1

i=0 (−1)if ◦ ui;n) = ∑n
j=0

∑n+1
i=0 (−1)i+jf ◦ ui;n ◦

uj;n−1. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ui;n ◦ uj;n−1 = uj;n ◦ ui−1;n−1 ÐÒÉ i > j É ui;n ◦ uj;n−1 = uj+1;n ◦ ui;n−1 ÐÒÉ
i ≤ j. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÞÌÅÎÙ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁË, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ¤

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØK-ÍÏÄÕÌÅÊ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× · · · @n+1−→ Cn(X;K) @n−→ Cn−1(X;K) @n−1−→ · · · @1−→
C0(X;K) → 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÐÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ, Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ · · · dn←− Cn(X;K) dn−1←− Cn−1(X;K) dn−2←−
· · · d0←− C0(X;K) ← 0 | ËÏÃÅÐÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ K-ÍÏÄÕÌÅÊ. K-ÍÏÄÕÌØ Hn(X;K) def= Ker @n= Im @n+1

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ×K), ÁK-ÍÏÄÕÌØHn(X;K) def= Ker dn= Im dn−1 |
ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁX. þÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔH∗(X;K) def= ⊕

n≥0Hn(X;K) ÉH∗(X;K) def= ⊕
n≥0Hn(X;K).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X = pt | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ôÏÇÄÁ Cn(pt;K) = K ÄÌÑ ×ÓÅÈ n;
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @n : K → K | ÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÇÒÁÎÅÊ × �n ÒÁ×ÎÏ n + 1 É × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ @n ÚÎÁËÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ H0(pt;K) = K É
Hn(pt;K) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ n > 0. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x = ∑ kifi ∈
C0(X;K) ÐÏÌÏÖÉÍ �(x) = ∑ ki ∈ K; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ � : C0(X;K) → K | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ. åÓÌÉ g : �1 → X
| ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ 1-ÓÉÍÐÌÅËÓ, ÔÏ @1g = g(a) − g(b), ÇÄÅ a = (1; 0) É b = (0; 1) | ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ �1. ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �(@1(g)) = 0, Á × ÓÉÌÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Im @1 ⊂ Ker �. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ �(x) = 0,
ÇÄÅ x = ∑N

i=1 kifi, fi : �0 → X | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ 0-ÓÉÍÐÌÅËÓÙ, É ×ÓÅ ki 6= 0 (ÉÎÁÞÅ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ×ËÌÀÞÁÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÓÕÍÍÕ). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ �0 | ÔÏÞËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ fi | ÔÁËÖÅ ÔÏÞËÁ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ 1-ÓÉÍÐÌÅËÓÙ g1; : : : ; gN−1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
@1(gi) = fi − fi+1. ôÏÇÄÁ x = k1(f1 − f2) + (k1 + k2)(f2 − f3) + · · ·+ (k1 + · · ·+ kN−1)(fN−1 − fN ) = @1(k1g1 +
(k1 + k2)g2 + : : : ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Im @1 = Ker �, ÏÔËÕÄÁ H0(X;K) = C0(X;K)=Ker � = K.
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X = ⊔

�∈AX� | ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ (ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) Ó×ÑÚÅÎ, ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f :
�n → X ÌÅÖÉÔ ÃÅÌÉËÏÍ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ X�. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Cn(X;K) = ⊕

�∈A Cn(X�;K) É Hn(X;K) =⊕
�∈AHn(X�;K). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Cn(X;K) = ∏

�∈A Cn(X�;K) ÉHn(X;K) = ∏
�∈AHn(X�;K).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ F#;n :
Cn(X;K) → Cn(Y;K), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ | ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Ó F : F#;n(f) def=
F ◦ f , ÇÄÅ f : �n → X. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F#;n : Cn(Y;K) → Cn(X;K):
F#;n(')(x) def= '(F#;n(x)), ÇÄÅ x ∈ Cn(X;K), ' ∈ Cn(Y;K). îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
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ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F#;n É F#;n ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁÍÉ @ É d ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: F#;n−1@n;X = @n;Y F#;n
É F#;n+1dn;Y = dn;XF#;n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÂÏÒÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× F#;n É F#;n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅË-
ÓÏ× C· É C · ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ F# É F#. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (F ◦ G)# = F# ◦ G# É
(F ◦G)# = G#◦F#. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
× ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× K-ÍÏÄÕÌÅÊ É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
ËÏÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.

ðÏÓËÏÌØËÕ F# É F# | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ F∗ : H∗(X;K) →
Hn(Y;K) É F ∗ : H∗(Y;K) → H∗(X;K), ÐÒÉÞÅÍ (F ◦G)∗ = F∗ ◦G∗ É (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F ∗. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÙ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ K-ÍÏÄÕÌÅÊ.
ðÒÉÍÅÒ 4. åÓÌÉ F : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ
F∗ : H0(X;K) → H0(Y;K) | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K → K. üÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 2: ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ
× H0(X;K) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ 0-ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f : �0 = pt → X; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÏÂÒÁÚ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÐÒÉ F#;0 | ÔÏÖÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ 1. ðÕÓÔØ P· = · · · @n+1;P−→ Pn
@n;P−→ Pn−1

@n−1;P−→ · · · @1;P−→ P0 → 0 É
Q· | ÃÅÐÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ K-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á � : P· → Q· | ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×  n : Pn → Qn+1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �n = @n+1;Q n +  n−1@n;P (ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÐÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÅÖÄÕ � É ÎÕÌÅÍ). ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �∗ : H∗(P ) → H∗(Q) | ÎÕÌÅ×ÏÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ Ker @n;P . ôÏÇÄÁ �n(x) = @n+1;Q n(x) ∈ Im @n+1;Q. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ËÏÃÅÐÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ×.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ Ft : X → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, 0 ≤ t ≤ 1. ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (F0)∗ :
H∗(X;K) → H∗(Y;K) É (F1)∗ : H∗(X;K) → H∗(Y;K) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ; ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ (F0)∗ É (F1)∗.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÏÆÉÚÍÏ×  n :
Cn(X;K) → Cn+1(Y;K) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ @n+1;Y  n +  n−1@n;X = (F0)n − (F1)n. çÏÍÏÔÏÐÉÑ Ft ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : X × [0; 1] → Y . òÁÚÏÂØÅÍ ÐÒÉÚÍÕ �n × [0; 1] = {(x0; : : : ; xn; t) | 0 ≤ x0; : : : ; xn; t ≤ 1; x0 +
· · · + xn = 1} ÎÁ n + 1 ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×: �n × [0; 1] = Q0 ∪ : : : Qn, ÇÄÅ Qk def= {(x0; : : : ; xn; t) ∈ �n × [0; 1] | x0 +
· · · + xk−1 ≤ t ≤ x0 + · · · + xk}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Qk ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ vn+1;k : �n+1 → Qk ÓÏ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + 1, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ vn+1;k(y0; : : : ; yn+1) = (x0; : : : ; xn; t), ÇÄÅ
xi = yn+i+1−k ÐÒÉ 0 ≤ i ≤ k − 1, xk = y0 + yn+1, xi = yi−k ÐÒÉ k + 1 ≤ i ≤ n, É t = yn+1−k + · · · + yn+1;
ÚÄÅÓØ k = 0; : : : ; n. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ f : �n → X ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
 n(f) def= ∑n

k=0(−1)kF ◦ (f × Id) ◦ vn+1;k ∈ Cn+1(Y;K).
éÍÅÅÍ:  n−1(@n;Xf)+@n+1;Y  n(f) = ∑n−1

k=0
∑n
i=0(−1)i+kF ◦(f×Id)◦(un−1;i×Id)◦vn;k+∑n+1

j=0
∑n
l=0(−1)j+lF ◦

(f × Id) ◦ vn+1;l ◦ un;j . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (un−1;i × Id) ◦ vn;k É vn+1;k ◦ un;i+1 ÁÆÆÉÎÎÙÅ É, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ �n × ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÔÏÞËÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. óÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ×ÈÏÄÑÔ × ÓÕÍÍÕ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. éÔÏÇÏ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ  n−1(@n;Xf)+@n+1;Y  n(f) = ∑n

l=0(−1)l
(
F ◦(f× Id)◦vn+1;l ◦un;0 +(−1)nF ◦(f× Id)◦vn+1;l ◦un;n+1)

)
.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ vn+1;l ◦ un;n+1 = (−1)n+1vn+1;l+1 ◦ un;0, ÏÔËÕÄÁ ×Ù-
ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÓÕÍÍÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. üÔÏ É ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ X 7→ H∗(X;K) É X 7→ H∗(X;K) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ
É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ K-ÍÏÄÕÌÅÊ.
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 5. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ H0(X;K) = K
É Hn(X;K) = 0 ÐÒÉ n > 0, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. ôÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : X → Y |
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ × ÔÏÞËÕ, ÔÏ f∗ = h∗ ◦ g∗, ÇÄÅ g : X → pt | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÕ, Á
h∗ : pt → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ; ÏÔÓÀÄÁ f∗ = id ÎÁ H0 É f∗ = 0 ÎÁ Hn, n > 0; ÄÌÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.


