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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ôÏÍÁ É ËÌÁÓÓ üÊÌÅÒÁ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ Rn0
def= Rn \ {0}. ôÏÇÄÁ Hk(Rn;Rn0 ;Z) = Z ÐÒÉ k = n É ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÐÒÏÞÉÈ k. ÷ÙÂÏÒ

Ñ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Hn(Rn;Rn0 ;Z) = Z ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ ×ÙÂÏÒÕ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÁÒÁ (Rn;Rn0 ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÐÁÒÅ (Dn; Sn−1), ÇÄÅ Dn | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ n-
ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ, Á Sn−1 | ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ. üÔÁ ÐÁÒÁ ËÌÅÔÏÞÎÁÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÒÓÕËÁ Hk(Dn; Sn−1) =
Hk(Sn), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ. ¤

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á B É ×ÓÅÈ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hk(B) =
Hk+n(B×Rn; B×Rn0 ), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ x× e(n), ÇÄÅ e(n) | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Hn(Rn;Rn0 ;Z) = Z

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ n = 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï B × R−, ÇÄÅ R− | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ B × R, ÏÔËÕÄÁ Hk(B × R; B × R−) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ k. éÚ ÔÏÞÎÏÊ ËÏÇÏÍÏ-
ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (B × R; B × R0; B × R−) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ Hk(B × R0; B × R−)
É Hk+1(B × R; B × R0) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÁÒÁ (B × R0; B × R−) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ (B;∅), ÏÔËÕÄÁ
Hk(B) = Hk(B × R0; B × R−) = Hk+1(B × R; B × R0). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ x× e(1), ÇÄÅ e(1) | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ H1(R;R0).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ x 7→ x × e(1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
Hk(B;C) → Hk+1(B × R; C × R ∪ B × R0). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ × ÔÏÞÎÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÐÁÒ (B;C) É (B × R; C × R ∪B × R0). éÚ 5-ÌÅÍÍÙ (ÌÅËÃÉÑ 9{10) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ x× e(1) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ, ÞÔÏ Hk(B) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Hk+n(B×Rn; B×Rn0 ).
ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (ÇÄÅ B 7→ B×Rn, C 7→ B×Rn0 ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ Hk+n(B×Rn; B×Rn0 )
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Hk+n+1(B × Rn+1; B × Rn0 × R ∪B × Rn × R0) = Hk+n+1(B × Rn+1; B × Rn+1

0 ). ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p : E → B | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, É
ÐÕÓÔØ E0 ⊂ E | ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ËÌÁÓÓ u ∈ Hn(E;E0;Z),
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ F ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÙ Hn(F; F0;Z) = Z; ÚÄÅÓØ F0

def= F∩E0
| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÌÏÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ x ∪ u ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÉ ×ÓÅÈ k ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ
Hk(E;Z) = Hk(B;Z) É Hk+n(E;E0;Z).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ p ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ: E = B × Rn. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, Hn(E;E0) ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÏ H0(B); ÔÏÇÄÁ u | ÏÂÒÁÚ ËÌÁÓÓÁ 1 ∈ H0(B) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B = B1 ∪ B2, ÇÄÅ B1; B2 | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.
ðÕÓÔØ E1 = p−1(B1), E2 = p−1(B2); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ u1 ∈ Hn(B1) É u2 ∈ Hn(B2).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E1∩E2 → B1∩B2 ÔÁËÖÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ u12 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ �∗1u1 = u12 = �∗2u2, ÇÄÅ �k : E1 ∩ E2 → Ek (k = 1; 2)
| ×ÌÏÖÅÎÉÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ{÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÄÌÑ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ E = E1 ∪ E2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ E0 = (E1)0 ∪ (E2)0
(1)
· · · → Hn−1(E1∩E2; (E1∩E2)0)→ Hn(E;E0)→ Hn(E1; (E1)0)⊕Hn(E2; (E2)0) �

∗
1−�∗2−→ Hn(E1∩E2; (E1∩E2)0)→ : : :

ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ (u1; u2) × ÎÕÌØ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ u ∈ Hn(E;E0), ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÊ × (u1; u2). éÚ
ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Hn−1(E1 ∩E2; (E1 ∩E2)0) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ËÌÁÓÓ u ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ x∪u |
ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1) (Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ k ×ÍÅÓÔÏ n) × ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ íÁÊÅÒÁ{
÷ÉÅÔÏÒÉÓÁ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ:

· · · → Hk+n−1(E1 ∩ E2)→ Hk+n(E)→ Hk+n(E1)⊕Hk+n(E2)→ Hk+n(E1 ∩ E2)→ : : :
ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÜÔÏÔ ÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÞÌÅÎÁÈ E1 ∩ E2 É E1 ⊕ E2; × ÓÉÌÕ
5-ÌÅÍÍÙ ÏÎ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÞÌÅÎÁÈ Ó E, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÁ B ËÏÍÐÁËÔÎÁ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ôÅÏÒÅÍÁ ÔÅÐÅÒØ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ N . ¤

1



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÂÁÚÙ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ.
ëÌÁÓÓ u = u(p) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ôÏÍÁ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ôÏÍÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Hk(E;E0) = 0 ÐÒÉ k < n.

÷ÌÏÖÅÎÉÅ  : (E;∅) → (E;E0) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ  ∗ : Hn(E;E0) → Hn(E) = Hn(B). ïÂÒÁÚ
e(p) ∈ Hn(B) ËÌÁÓÓÁ u(p) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ üÊÌÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → B.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ � | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B, É f :
B′ → B | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ B′ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ u(f∗�) = f∗u(�) É e(f∗�) = f∗e(�).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ 1: ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
f∗u(�) ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ F ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ f∗� ÚÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÚÕÀÕÀ × Hn(F; F0). ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ.
ìÅÍÍÁ 3. îÁ ÔÏÔÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : E → B Ó ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÂÁÚÏÊ B ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � : E → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÓÌÏÊ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ Rn | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn(n+1)=2. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ � ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÎÁ p−1(skk(B)); ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÉÍ ÅÅ ÎÁ p−1(e), ÇÄÅ e | k + 1-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �e : Dk+1 → e. äÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ e ÐÕÓÔØ �−1

e (a) = tb, ÇÄÅ b ∈ @Dk+1 É 0 ≤ t ≤ 1. úÁÆÉÓËÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Qe É ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �(a) = (1 − t)Qe + t�(�e(b)) (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
�(�e(0)) = Qe). ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØB É E | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ×ÓÅÇÄÁ, ÎÏ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p | ÇÌÁÄËÏÅ; ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ
×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ � ÔÁËÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ. ðÁÒÁ (E;E0) ×
ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÐÁÒÅ (D;S), ÇÄÅ D = {v ∈ E | �(v) ≤ 1}, S = {v ∈ E | �(v) = 1}.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï D | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ, Á S | ÅÇÏ ËÒÁÊ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÔÅÏÒÅÍÙ 1). ðÕÓÔØ p : E → B | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ
n, ÂÁÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ B. ôÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ e(p) = DZ ∈ Hn(E;Z) =
Hn(D;Z), ÇÄÅ Z ⊂ E | ÇÒÁÆÉË ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÓÞÅÎÉÅ Z Ó ÌÀÂÙÍ ÓÌÏÅÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓ DZ × ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓÌÏÊ F ÒÁ×ÅÎ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ Hn(D ∩ F; S ∩ F ) = Z. ÷ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ DZ |
ËÌÁÓÓ üÊÌÅÒÁ. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ s : B → E | ÇÌÁÄËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ;
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ s(b) = 0, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ s′(b) : TbB → T(b;0)E ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(b;0)F ⊂ T(b;0)E (F def= p−1(b) ⊂ E | ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ b).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). ëÌÁÓÓ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ (× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Z, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÍ ÂÁÚÅ B)
Ë ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÓÅÞÅÎÉÑ s Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Z, ÒÁ×ÅÎ ËÌÁÓÓÕ üÊÌÅÒÁ × ÂÁÚÅ B.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ, ËÌÁÓÓ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ s, ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎ ËÌÁÓÓÕ üÊÌÅÒÁ × E. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ-
ÓÔÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N1 É N2 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ,
ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ DMN1 ÎÁ N2 ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ DN2(N1 ∩N2). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3). åÓÌÉ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ | ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ üÊÌÅÒÁ
ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÕÓÔØ �1, �2 | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÂÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ M1, M2 |
ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ôÏÇÄÁ e(�1 × �2) = e(�1)× e(�2).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ s1 : M1 → E1 É s2 : M2 → E2 | ÓÅÞÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ �1 É �2. ôÏÇÄÁ (a; b) 7→
(s1(a); s2(b)) def= (s1× s2)(a; b) | ÓÅÞÅÎÉÅ �1× �2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ s1× s2 | ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÊ s1 É s2. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1). ðÕÓÔØ �1, �2 | ÇÌÁÄËÉÅ ÏÒÉÍÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ
Ó ÂÁÚÏÊ M | ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. ôÏÇÄÁ e(�1 ⊕ �2) = e(�1) ∪ e(�2).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Diag : M → M ×M | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ �1 ⊕ �2 = Diag∗(�1 × �2),
ÏÔËÕÄÁ e(�1 ⊕ �2) = Diag∗(e(�1)× e(�2)) = e(�1) ∪ e(�2). ¤



îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÂÁÚÙ × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÈ 4{6 ÉÚÌÉÛÎÅ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ
ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, p : TM →M
| ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ üÊÌÅÒÁ e(TM) ∈ Hn(M) ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÒÁ×ÎÏ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ M .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ s | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ. ôÏÇÄÁ {b ∈ M |
s(b) = 0} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ 〈e; [M ]〉 ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÚÎÁËÏ× ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË; ÚÎÁË ÔÏÞËÉ
ÜÔÏ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ s Ó Z × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ðÕÓÔØ f : M → R | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ
3 ÎÁ TM ÓÕÝÅÓÔ×ÅÔ ÐÏÓÌÏÊÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �; ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË
ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �(b) : T ∗bM → TbM . ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ∇f(b) def= �(b)df(b) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×
ÎÕÌØ ÔÏÌØËÏ × ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎËÃÉÉ f . ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x
ÆÕÎËÃÉÑ f | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÎÄÅËÓÁ �(x), ÚÎÁË ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ x ÒÁ×ÅÎ (−1)�(x). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
〈e; [M ]〉 = ∑x(−1)�(x). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÕ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �(x); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ
M . ¤
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ
Z=2Z; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÕÖÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ (ÎÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÎÉ ÅÇÏ ÂÁÚÙ).


