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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ. ôÅÏÒÅÍÁ èÏÐÆÁ.

ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÙ
�1 ÎÁ ×ÓÅÈ ÇÒÕÐÐÁÈ �n ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Y ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ). ðÕÓÔØ f : skn−1(X) → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ e(n) | n-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ × X Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � : Dn → X; ÔÏÇÄÁ
fe def= f ◦ �|Sn−1 : Sn−1 → Y | ÓÆÅÒÏÉÄ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÌÁÓÓ [fe] ∈ �n−1(Y ) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
�1(Y ) ÎÁ �n−1(Y ) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ); ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ e 7→ [fe]
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ cf ∈ Wn(X;�n−1(Y )) (ËÌÅÔÏÞÎÕÀ n-ËÏÃÅÐØ × X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �n−1(Y )). ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
f ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ËÌÅÔËÕ e(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ fe ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ, Á ÎÁ ×ÅÓØ ÏÓÔÏ× skn(X) |
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ cf = 0.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÃÅÐØ cf Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÃÉËÌÏÍ: �cf = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ cf = f∗c�n−1 , ÇÄÅ �n−1 : skn−1(X) → X | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ :
�n−1(skn−1(X)) → �n−1(Y ) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ËÏÃÅÐÉ c�n−1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �c�n−1 = 0.

ëÏÃÅÐØ c�n−1 ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÌÅÔËÅ e ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �e|Sn−1 : Sn−1 →
skn−1(X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ËÏÎÃÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ Wn(X) = �nskn(X); skn−1(X); ÔÏÇÄÁ ËÏÃÅÐØ
c�n−1 ÒÁ×ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ �nskn(X); skn−1(X) → �n−1(skn−1(X)) ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ × ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ ÒÁ×ÅÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ �n(skn(X)) → �n(skn(X); skn−1(X)) ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ c�n−1(u) =
c�n−1(@u) = 0 × ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f É g | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ skn−1(X) → Y , ÐÒÉÞÅÍ f |skn−2(X) = g|skn−2(X).
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÃÅÐØ df;g ∈ Cn−1(X;�n−1(Y )) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ cf − cg = �df;g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ %(e)
f;g : Sn−1 → Y ,

ÒÁ×ÎÏÅ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÅ f ◦ �e, Á ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ g ◦ �e (ÎÁ ÜË×ÁÔÏÒÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, Ô.Ë.
�e ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÜË×ÁÔÏÒ × skn−2(X)). ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ df;g(e) = [%(e)

f;g]. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ u | n-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ X.
ôÏÇÄÁ �df;g(u) = df;g(@u) = df;g(

∑
e[u : e]e) = ∑

v[%
(e)
f;g ◦�−1

e ◦ �u|Sn−1 ]. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÆÅÒÏÉÄÏ×
× ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÏÉÄÏ× [f ◦ �u|Sn−1 ]− [g ◦ �u|Sn−1 ] = cf (u)− cg(u). ¤

ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ Cf ∈ Hn(X;�n−1(Y )) ËÏÃÉËÌÁ cf ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ skn(X). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ skn−2(X), ÔÏ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Cf = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : skn(X) →
Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F |skn−2(X) = f |skn−2(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. \ôÏÇÄÁ" ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ (cF = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ skn(X). äÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á \ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ" ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : skn−1(X) → Y , ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó f ÎÁ skn−2(X)
É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ df;g | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ËÏÃÅÐØ; ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ g | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Z ⊂ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ Z ∪ skn−1(X). ôÏÇÄÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ cf
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÃÅÐØ cf;Z ∈ Cn(X;Z; �n−1(Y )), ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ f ÎÁ Z∪skn(X). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ cf;Z | ËÏÃÉËÌ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ ËÌÁÓÓ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ) Cf;Z = [cf;Z ] ∈ Hn(X;Z; �n−1(Y )) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f
ÎÁ Z ∪ skn−2(X) É ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ F : Z ∪ skn(X) → Y , ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó
f ÎÁ Z ∪ skn−2(X).

ðÕÓÔØ f; g : A → Y É f |skn−1(A) = g|skn−1(A). ðÕÓÔØ X = A× [0; 1] É Z = A× {0; 1}; ÚÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F : Z ∪ skn(X) → Y ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ F (a; 0) = f(a), F (a; 1) = g(a), F (a; t) = f(a) = g(a) ÐÒÉ a ∈ skn−1(A).
ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ skn+1(X) ÜÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ f Ó g ÎÁ skn(A) É ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁÑ
ÎÁ skn−1(A). ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÃÅÐØ Ë ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÌÅÖÉÔ × Cn+1(A × [0; 1]; A ×
{0; 1}; �n(Y )) = Cn(A; �n(Y )); ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ df;g. üÔÁ ËÏÃÅÐØ | ËÏÃÉËÌ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 2: �df;g = cf − cg = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A. éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 (ÔÏÞÎÅÅ,

1



ÉÚ ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f É g ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÎÁ skn+1(X) (ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁ ÎÁ skn−1(X)) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ Df;g = [df;g] ∈ Hn(A; �n(Y ))
ÎÕÌÅ×ÏÊ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÐÆÁ). ðÕÓÔØ X | n-ÍÅÒÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; g : X → Sn
ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f∗(1) = g∗(1) ∈ Hn(X;Z), ÇÄÅ 1 ∈ Hn(Sn;Z) = Z | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f É g ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f∗(1) = g∗(1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f∗. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ f∗(1) = g∗(1). ðÕÓÔØ f É g ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ skk(X). ôÏÇÄÁ ÐÒÅ-
ÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÍÅÖÄÕ f É g ÎÁ skk+1(X), ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÎÁ skk−1(X), ÌÅÖÉÔ × ÇÒÕÐÐÅ
Hk+1(X;�k+1(Sn)); ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ k < n− 1, ÜÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÕ-
ÌÅ×ÁÑ). åÓÌÉ k = n − 1, ÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ ÌÅÖÉÔ × Hn(X;Z) É ÒÁ×ÎÏ Df;g = Cf − Cg = Df;pt −Dg;pt, ÇÄÅ pt |
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÔÏÞËÕ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÅÊ ËÏÃÅÐÉ Df;pt = f∗(1), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ
ÏÐÑÔØ ÎÕÌÅ×ÏÅ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f É g ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÎÁ skn(X) = X. ¤
ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÕÛÌÉÎÓËÏÇÏ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; g : X → S1

ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f∗(1) = g∗(1) ∈ H1(X;Z).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ; ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÁ ÏÓÔÏ×ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÂÏÌØÛÉÍÉ 1,

ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ �k(S1) = 0 ÐÒÉ k > 1.


