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úÁÄÁÞÁ 1 (ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ). ðÕÓÔØ 0 → Vn → Vn−1 → · · · → V0 → 0 | ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑

i(−1)i dimVi = ∑
i dimHi(V ).

úÁÄÁÞÁ 2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ëÀÎÎÅÔÁ). ðÕÓÔØ X· = · · · → Xn
@n;X−→ Xn−1

@n−1;X−→ : : : É Y· = · · · → Yn
@n;Y−→ Yn−1

@n−1;Y−→
: : : | ËÏÍÐÌÅËÓÙ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K, É X· ⊗ Y· = · · · → Xn ⊗ Yn

@n;X⊗@n;Y−→ Xn−1 ⊗
Yn−1

@n−1;X⊗@n−1;Y−→ : : : | ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ, ÔÏ H∗(X ⊗ Y;K) =
H∗(X;K)⊗H∗(Y;K) (Ô.Å. Hn(X ⊗ Y;K) = ∑n

k=0Hk(X;K)⊗Hn−k(Y;K)). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H∗(X ⊗ Y;Z) =
H∗(X;Z) ⊗ H∗(Y;Z) ⊕ G ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Z-ÍÏÄÕÌÑ (Ô.Å. ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ) G, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ
H∗(X;Z) É H∗(Y;Z). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ G ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ . úÁÄÁÞÁ 2 ×ÁÖÎÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÓÌÉ P É Q | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ
P ×Q | ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× P É Q.
úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ A = A1∪· · ·∪An, ÇÄÅ A | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
X, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ ÐÁÒÙ (a; k) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ Ak. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X → A;
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ A ÎÁÔÑÎÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÓ ÎÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ u ∈ p−1(a). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
(ÎÅÒ× ÐÏËÒÙÔÉÑ A1; : : : ; An) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ N . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ A Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. þÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞÉ 1 × ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë N?
úÁÄÁÞÁ 4 (ÎÅÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ). äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k ÐÕÓÔØ Pk | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÂÁÚÉÓ × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÍÅÒÕÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ n = l1 + · · ·+ lk, l1 > l2 > · · · > lk (Ô.Å. ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ
àÎÇÁ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË É n ËÌÅÔÏË). ïÐÅÒÁÔÏÒ dk : Pk → Pk+1 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (Ô.Å. ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ) l1; : : : ; lk ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (Ô.Å. ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ) l1−1; l2−1; : : : ; ls−1; ls+1; : : : ; lk; s, ÇÄÅ s | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ
ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ls = l1 − s+ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ s < lk. åÓÌÉ s ≥ lk, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ dk ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÎÕÌØ. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P (t) = ∑

k tk dimPk. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pk É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ dk ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ, Ô.Å. dk+1 ◦ dk = 0. ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÜÔÏÇÏ
ËÏÍÐÌÅËÓÁ. þÔÏ ÄÁÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÞÉ 1 Ë ÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÕ?
úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ p : E → B | ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÂÁÚÏÊ É ËÏÍÐÁËÔ-
ÎÙÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÓÌÏÅÍ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(E) = �(B)�(F ), ÇÄÅ � | ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ
ËÏÍÐÌÅËÓÁ.
úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ R = P ∪ Q, ÇÄÅ R | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, P É Q | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É P ∩Q ÔÏÖÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(R) = �(P ) + �(Q)− �(P ∩Q).
úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É n ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É n ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, É ÂÕÔÙÌËÉ ëÌÅÊÎÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ É n ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
úÁÄÁÞÁ 8 (ÄÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÏÓÎÏ×ÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ). ðÕÓÔØ A;B | ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ,
É f : A→ B | ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, Ô.Å. ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ
z ×ÂÌÉÚÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ A É ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ w ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ f(a) ∈ B ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË
w = zk ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k > 0 (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÔÏÞËÉ). þÉÓÌÏ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ a É
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ "(a). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ "(a) > 1 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, É ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ
ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ ÅÓÌÉ "(a) = 1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ f−1(b), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(b) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ N ÔÏÞÅË. Â) äÏËÁÖÉÔÅ
ÆÏÒÍÕÌÕ òÉÍÁÎÁ{çÕÒ×ÉÃÁ: �(A) = N�(B) − ∑

a("(a) − 1), ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ "(a) > 1.
úÁÄÁÞÁ 9. Á) ðÕÓÔØ � : RP 2 → RP 2 × RP 2 | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÅ �, ÇÄÅ ËÌÅÔÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ × RP 2 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ (ÐÏ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 0, 1 É 2), Á ×
RP 2 × RP 2 | ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ. Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ × H∗(RP 2;Z=2Z).
úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ Xn | ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Sn × Sn ÐÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÀ (x0; x) ∼ (x; x0),
× ËÏÔÏÒÏÍ x0 ∈ Sn | ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, Á x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÀ ÓÆÅÒÕ Sn. Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
Xn É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Hk(X;Z) ÄÌÑ ×ÓÅÈ k. Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗, ÇÄÅ
f : Sn × Sn → Xn | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. ×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ × H∗(Xn;Z).
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 10×). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ ÎÁ H∗(Sn × Sn).
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