
Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

x100∂50
x f + (x51 − 14)∂xf + (x7 + 1)f,

ò.å. çàïèñûâàåìîå â âèäå Df = 0, ãäå D∈ C[x, ∂x] (äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû îäíîé ïåðåìåííîé
ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè Df = 0, òî (xD)f = 0, (∂xD)f = 0;
âûðàæåíèÿ âèäà D′D (â ÷àñòíîñòè, xD, ∂xD), ãäå D′ ∈ C[x, ∂x], íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ñëåä-

ñòâèÿìè îïåðàòîðà D. Ïî îïðåäåëåíèþ, âñå äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ D îáðàçóþò ëåâûé èäåàë
â C[x, ∂x]; ìû îáîçíà÷èì åãî I(D). Åñëè Df = 0, òî D′f = 0 äëÿ ëþáîãî D′ ∈I(D).

Çàìå÷àíèå 1. Èäåàëû âèäà I(D) íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè. Íå âñå èäåàëû C[x, ∂x] ãëàâíûå, íî âñÿêèé
èäåàë ïîðîæä¼í íå áîëåå, ÷åì äâóìÿ ýëåìåíòàìè.

Ïóñòü A � íåêîòîðàÿ àëãåáðà, V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à ρ : A →End(V ) � ãîìîìîðôèçì
àëãåáð. Ïàðà (ρ, V ) íàçûâàåòñÿ A-ìîäóëåì. Åñëè I � ëåâûé èäåàë â A, òî A, I è A/I åñòü A-ìîäóëè.
Ìû áóäåì íàçûâàòü C[x, ∂x]-ìîäóëè Ä-ìîäóëÿìè.

Ïðèâåä¼ì ÷åòûðå ïðèìåðà Ä-ìîäóëåé:

(1) C[x] ∼= C[x, ∂x]/I(∂x); (2) C[x]ex ∼= C[x, ∂x]/I(∂x − 1);
(3) δ0(x) ∼= C[x, 1

x ]/C[x];∼= C[x, ∂x]/I(x) (4)C[x, 1
x ]
√
x ∼= C[x, ∂x]/I(x∂x − 1

2 ).

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî C[x]
√
x íå ÿâëÿåòñÿ Ä-ìîäóëåì â åñòåñòâåííîì ñìûñëå.

Ìû õîòèì óáåäèòü ÷èòàòåëÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ýòî èçó÷åíèå
Ä-ìîäóëåé è åñòåñòâåííûõ ôóíêòîðîâ äëÿ íèõ. Ïóñòü D � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, à Df = 0 �
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ïóñòü Func(C) � çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
ïðîèçâîäíîé ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé. Òîãäà âñÿêîìó ðåøåíèþ f ∈Func ñîîòâåòñòâóåò ãîìîìîðôèçì

ϕ : C[x, ∂x] →Func (D → Df).

Ïî îïðåäåëåíèþ I(D) ëåæèò â åãî ÿäðå, è, ñëåäîâàòåëüíî, f çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì

ϕ∗ : C[x, ∂x]/I(D) →Func (D → Df).

Îáðàòíî, âñÿêèé ãîìîðôèçì Ä-ìîäóëåé ϕ : C[x, ∂x] →Func çàäà¼ò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Df = 0 êàê îáðàç
1. Òàêèì îáðàçîì, ðåøèòü óðàâíåíèå Df = 0 ýòî âñ¼ ðàâíî ÷òî îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî

HomC[x,∂x](M, Func)

äëÿ íåêîòîðîãî Ä-ìîäóëÿ M (áîëåå ïîäðîáíî è ðàçâ¼ðíóòî ìîòèâàöèÿ ê èçó÷åíèþ èìåííî Ä-ìîäóëåé
ïðåäñòàâëåíà â êíèæêå [KS]).

Óïðàæíåíèå 1. Îïèøèòå HomC[x,∂x](M, Func) äëÿ ìîäóëåé (1), (2), (3), (4), ãäå Func � ãîëîìîðôíûå
ôóíêöèè íà C.

Äëÿ ëþáîãî "ñîäåðæàòåëüíîãî"Ä-ìîäóëÿ è ðàçóìíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

dim HomC[x,∂x](M, Func)< ∞.

Òåïåðü ìîæíî îãëàñèòü îñíîâíóþ öåëü äàííîãî êóðñà: îïèñàòü âñå "ñîäåðæàòåëüíûå"Ä-ìîäóëè, ñîïî-
ñòàâèâ êàæäîìó èç íèõ "êàíîíè÷åñêîå"ðåøåíèå, â ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé.

Ïåðåéä¼ì ê àëãåáðàè÷åñêèì êîíñòðóêöèÿì, ïîìîãàþùèì ïðè ðàáîòå ñ Ä-ìîäóëÿìè. Àëãåáðà C[x, ∂x]
îáëàäàåò ôèëüòðàöèåé Áåðíøòåéíà

Bn := ⟨xi∂j
x⟩i+j≤n(n ≥ 0).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî BiBj ⊂ Bi+j äëÿ ëþáûõ i, j. Ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà

⊕i≥0Bi/Bi−1(B−1 = {0})

åñòü ñâîáîäíàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà C[x̄, ∂̄x], ãäå ñòåïåíè îáðàçóþùèõ ðàâíû 1.
Ïóñòü M � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé C[x, ∂x]-ìîäóëü ñ ïîðîæäàþùèì ïðîñòðàíñòâîì M0. Îïðåäåëèì
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Mi := BiM0. Òîãäà ïðèñîåäèí¼ííûé ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü grM := ⊕i≥0Mi/Mi−1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íî ïîðîæä¼ííûì ãðàäóèðîâàííûì C[x̄, ∂̄x]-ìîäóëåì.

Êàê èçâåñòíî, êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ìîäóëè êîììóòàòèâíûõ àëãåáð ýêâèâàëåíòíû ïó÷êàì íà ñïåê-
òðå ýòèõ àëãåáð (ñïåêòð C[x̄, ∂̄x] åñòü C2). Ïó÷êè ñ ïëîòíûì íîñèòåëåì ÿâëÿþòñÿ, ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ
íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñå÷åíèÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ðàññëîåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëþ grM ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîäìíîãîîáðàçèå SSuppBM ⊂ C2. Ïî îïðåäåëåíèþ
îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ íóëåé àííóëÿòîðà grM â C2.

Óïðàæíåíèå 2. Ìíîãîîáðàçèå SSuppBM èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû è íå
çàâèñèò îò âûáîðà ïîðîæäàþùåãî ïðîñòðàíñòâà M0.

Óïðàæíåíèå 3. Íàéäèòå SSuppBM äëÿ ìîäóëåé (1), (2), (3), (4).

Òàê êàê SSuppBM ñîõðàíÿåòñÿ óìíîæåíèÿìè íà êîíñòàíòû è àëãåáðàè÷íî, îíî åñòü èëè òî÷êà 0,
èëè îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0, èëè âñÿ ïëîñêîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå

dim SSuppBM = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü M � íåíóëåâîé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé Ä-ìîäóëü. Òîãäà dim SSuppBM>0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè dim SSuppBM = 0, òî dimM < ∞. Òîãäà ÿäðî

ρ : C[x, ∂x] →End(M)

èìååò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü. Â ÷àñòíîñòè, Kerρ � äâóñòîðîííèé èäåàë â C[x, ∂x] êîíå÷íîé êîðàçìåð-
íîñòè.

Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò C[x, ∂x]. Äåéñòâóÿ íà íåãî

[x, ·] : D′ → xD′ −D′x è [∂x, ·] : D′ → ∂xD
′ −D′∂x

ìû âñåãäà ìîæåì ïîëó÷èòü 1. Òàêèì îáðàçîì, äâóñòîðîííèé èäåàë, ñîäåðæàùèé D, ñîäåðæèò 1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, C[x, ∂x] íå èìååò ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, èäåàëîâ êîíå÷íîé êîðàçìåðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ä-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíûì, åñëè dim SSupBM ìèíèìàëüíî, ò.å. ðàâíî 1.

Óïðàæíåíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî SSuppBM ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ëþáîé ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0.

Àëãåáðà C[x, ∂x] îáëàäàåò òàêæå ôèëüòðàöèåé

D≤n := ⟨xi∂j
x⟩j≤n

ïî ñòåïåíÿì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Åé ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ
àëãåáðà C[x, ∂x], êîòîðàÿ òàêæå ñîâïàäàåò ñ C[x̄, ∂̄x], íî ñòåïåíè îáðàçóþùèõ äðóãèå: 0 ó x è 1 ó ∂x. Âñÿ-
êîìó êîíå÷íîïîðîæä¼ííîìó Ä-ìîäóëþ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé íîñèòåëü SSuppDM ⊂ C2 îòíîñèòåëüíî ýòîé
ôèëüòðàöèè. Ïî îïðåäåëåíèþ SSuppDM ñîõðàíÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó âòîðîé ïåðåìåííîé.
Êàê ñëåäñòâèå SSuppDM ïî÷òè íèêîãäà íå ñîâïàäàåò ñ SSuppBM . Âïðî÷åì...

Óïðàæíåíèå 5. Ïîñ÷èòàéòå SSuppD äëÿ ìîäóëåé (1), (2), (3), (4).

Óïðàæíåíèå 6. Óêàæèòå Ä-ìîäóëü, äëÿ êîòîðîãî SSuppD íå ñîâïàäàåò ñ SSuppBM .

Àâòîìîðôèçìû C2 ïîðîæäàþò áåçóìíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû C[x, ∂x], ÷òî ïðèâîäèò
ê áåçóìíîìó ÷èñëó íåýêâèâàëåíòíûõ ôèëüòðàöèé íà àëãåáðå C[x, ∂x], à êàæäàÿ òàêàÿ ôèëüòðàöèÿ
ïîðîæäàåò ñâî¼ àññîöèèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå. Ýòî áîëüøîå (è, íà òåêóùèé ìîìåíò, ïëîõî ïðîàíàëè-
çèðîâàííîå) ìíîæåñòâî èíâàðèàíòîâ, äîëæíî ïîëíîñòüþ îïèñûâàòü Ä-ìîäóëü. Â äàííîì êóðñå áóäåò
èçëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ Ä-ìîäóëåé îòíîñèòåëüíî îäíîé ôèëüòðàöèè {D≤n}n∈Z≥0

.
Àëãåáðà C[x, ∂x] îáëàäàåò àâòîìîðôèçìîì

Fou: x → i∂x, ∂x → ix.

Âñÿêèé Ä-ìîäóëü ρ : C[x, ∂x] →End(M) ìîæíî, "ïîäêðóòèòü"ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìà:

Fouρ(D) = ρ(Fou(D)).

2



Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íà ìîäóëÿõ ðîäñòâåííî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå íà ôóíêöèÿõ.

Óïðàæíåíèå 7. Îïèøèòå ìîäóëè Fou(M), åñëè M ñîâïàäàåò ñ (1), (2), (3), (4).

Óïðàæíåíèå 8. Îáúÿñíèòå êàê ñâÿçàíû SSuppBM è SSuppBFouM .

Èìååòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðèíàäëåæàùàÿ Ì. Êîíöåâè÷ó è À. Êàíåëü-Áåëîâó [KB], ïîçâîëÿþùàÿ ñî-
ïîñòàâèòü ìîäóëþ äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíóþ êðèâóþ â C2, íåñâÿçàííàÿ ñ êàêîé-ëèáî ôèëüòðàöèåé, è, êàê
ìíå âåðèòñÿ, äàþùàÿ íàèáîëåå ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå íîñèòåëÿ Ä-ìîäóëÿ, èç êîòîðîãî âñå íîñèòåëè,
ñâÿçàííûå ñ ôèëüòðàöèÿìè, äîëæíû òðèâèàëüíî ñ÷èòàòüñÿ.

Êîíñòðóêöèÿ ñîïîñòàâëÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó D ∈ Q[x, ∂x] ìíîãî÷ëåí fD ∈ Q[x̄, ∂̄x].
Ïðè ýòîì SuppKB(Q[x, ∂x]/I(D)) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íóëåé fD.

Âñÿêîìó ïðîñòîìó ÷èñëó p (âçàèìíî ïðîñòîìó ñî âñåìè çíàìåíàòåëÿìè D) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ðå-
äóêöèþ Dp ∈ Zp[x, ∂x] ïî ìîäóëþ p. Öåíòð êîëüöà Zp[x, ∂x] ñîâïàäàåò ñ Zp[x

p, ∂p
x]. Ïóñòü x̄ è ∂̄x � íîâûå

ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå. Îòîáðàçèì Zp[x
p, ∂p

x] â Zp[x̄,
1
x̄ , ∂̄x,

1
∂̄x
] ïî ïðàâèëó

xp → x̄p, ∂p
x → ∂̄p

x.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì âëîæåíèå

Zp[x, ∂x] → Zp[x, ∂x]⊗Zp[xp, ∂p
x] Zp[x̄,

1
x̄ , ∂̄x,

1
∂̄x
].

Òàê êàê

Zp[x, ∂x]⊗Zp[xp,∂p
x] Zp[x̄,

1
x̄ , ∂̄x,

1
∂̄x
] ∼=Matp×p(Zp[x̄,

1
x̄ , ∂̄x,

1
∂̄x

]),

äëÿ âñÿêîãî f ∈ Zp[x, ∂x] çàäàí îïðåäåëèòåëü detf ∈ Zp[x̄,
1
x̄ , ∂̄x,

1
∂̄x
]. Èòàê, detDp ∈ Zp[x̄,

1
x̄ , ∂̄x,

1
∂̄x

]. Íà

ñàìîì äåëå detDp ∈ Z[xp, ∂p
x] [KB], è, ñëåäîâàòåëüíî,

p
√

detDp ∈ Z[x̄, ∂̄x].

Òåîðåìà 4 ( [KB]). Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ fD ∈ Q[x̄, ∂̄x] òàêàÿ, ÷òî fD = p
√

detDp(mod p)
äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïðîñòûõ p.

Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ fD1D2 = fD1fD2 è ÷òî îòîáðàæåíèå D → fD àëãåáðàè÷íî.
Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, õî÷ó ïîðåêîìåíäîâàòü êíèãó Õàíãåðôîðäà êàê èñòî÷íèê îáùåàëãåáðàè÷åñêèõ

òåîðåì è êîíñòðóêöèé, êíèãó Êóòèíüî êàê õîðîøåå ââåäåíèå â Ä-ìîäóëè, lib.homelinux.org ñ IE êàê
èñòî÷íèê ëèòåðàòóðû.
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