
Ðåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè: ïðîäîëæåíèå.

Äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A ∈Matr×r(Mer(U∨
0 )) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A(n) å¼ êîýôôèöèåíò ïðè xn

(A(n) ∈Matr×r(C)).

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ñôîðìóëèðîâàííóþ â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

Òåîðåìà 1. Åñëè A ∈Matr×r(Mer(U∨
0 )) èìååò ïðîñòûå ïîëþñà, òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ

F ∈Matr×r(Mer(U∨
0 )),

è Γ ∈Matr×r(C), äëÿ êîòîðûõ

F−1AF + F−1∂xF =
Γ

x
.

Äëÿ å¼ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü A, B ∈Matr×r(C) � äâå ìàòðèöû, íàáîðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå

Matr×r(C) →Matr×r(C) (X → (AX −XB))

åñòü áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ

A = Γ̃
x +Areg,

ãäå Areg ∈Matr×r(U0), à Γ̃ ∈Matr×r(C). Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Γ̃ êàê λ1, ..., λs.
Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäõîäÿùåé ìàòðèöåé F ∈Matr×r(U

∨
0 ), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

λi−λj ̸= Z ïðè i ̸= j. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìû ìîæåì èçìåíèòü ëþáîå îäíî ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λi íà 1

Äëÿ âñÿêîãî λi ìàòðèöà Γ̃ â íåêîòîðîì áàçèñå çàïèñûâàåòñÿ êàê(
Γλi

0
0 Γ′

λi

)
,

ãäå Γλi � êâàäðàòíàÿ di × di-ìàòðèöà ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λi, à Γ′
λi

� êâàäðàòíàÿ
(r−di)× (r−di)-ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé λi íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå A

ìàòðèöó F âèäà

(
xIddi 0
0 Idr−di

)
, ãäå Iddi , Idr−di � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà ñíîâà èìååò ïðîñòûå ïîëþñà è å¼ êîýôôèöèåíò ïðè x−1 ðàâåí(
Γλi + Id 0

0 Γ′
λi

)
+

((
x−1Id 0

0 Id

)
Areg

(
xId 0
0 Id

))
(−1)

Òàê êàê ((
x−1Id 0

0 Id

)
Areg

(
xId 0
0 Id

))
(−1)

=

(
0 ∗
0 0

)
,

íàáîðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö(
Γλi + 1 0

0 Γ′
λi

)
è

(
Γλi + 1 ∗

0 Γ′
λi

)
ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, íàáîðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö

A(−1) è (F−1AF + F−1∂xF )(−1)

1



îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â îäíîì çíà÷åíèè λi è íà 1.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî λi−λj ̸= Z ïðè i ̸= j. Ïîêàæåì â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

ñóùåñòâóåò F âèäà
1 + x1F1 + x2F2 + ...,

ãäå Fi ∈Matr×r(C), äëÿ êîòîðîãî

F−1AF + F−1∂xF = A(−1) =
Γ

x
.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð {Fi}i∈Z≥0
, óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå

(F
Γ

x
−AF )(n) = (∂xF )(n) (1)

äëÿ âñÿêîãî n ≥ −1. Äëÿ n = −1, 0 óòâåðæäåíèå (1) ñóòü òîæäåñòâî. Äëÿ n ≥ 0 èìååì

([F,Γ])(n+1) − (AregF )(n) = (n+ 1)Fn+1.

×òî ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

[Fn+1,Γ]− (n+ 1)Fn+1 = (AregF )(n), Fn+1Γ− (Γ + (n+ 1)Idr)Fn+1 = (AregF )(n). (2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âûñ÷èòûâàåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì F1, ..., Fn, è ñîîòâåòñòâåííî, äîñòàòî÷íî ïî-
êàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (2), âîñïðèíèìàåìîå, êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Fn+1, èìååò ðåøåíèå. À ýòî,
â ñèëó òîãî, íàáîðû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö Γ è Γ + (n + 1)Idr íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñëåäóåò èç
óïðàæíåíèÿ 1.

Òî åñòü â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãóëÿðíûì ñâÿçíîñòÿì, åñòü
ìàòðèöà âèäà Γ

x , ãäå Γ ∈Matr×r(C).

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî â C[x, ∂x]-ìîäóëå M , çàäàííîì ñâÿçíîñòüþ Γ
x , x∂x äåéñòâóåò ëîêàëüíî

êîíå÷íîìåðíî, ò.å. dim(C[x∂x]m) < ∞ äëÿ âñÿêîãî m ∈ M .

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî dim(C[x∂x]m) < ∞ åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî-
÷ëåí p(t) ∈ C[t], äëÿ êîòîðîãî p(x∂x)m = 0.

Â ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû èñïîëüçóåì óïðàæíåíèå 2 äëÿ îïèñàíèÿ êàòåãîðèè (â ÷àñòíîñòè, å¼ ïðîñòûõ
îáúåêòîâ) ðåãóëÿðíûõ (C\0)-êîãåðåíòíûõ C[x, ∂x]-ìîäóëåé.

Óïðàæíåíèå 4. Îïèøèòå ÿâíî ìíîæåñòâî ∇1(U
∨
0 ) è ðåãóëÿðíûå ýëåìåíòû â í¼ì. Îïèøèòå ÿâíî

ñîîòâåòñòâóþùèå C[x, ∂x]-ìîäóëè.
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