
Ðåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè: îïèñàíèå ìîäóëåé, ñîîòâåòñòâèå
Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà.

1 Âåñîâûå ìîäóëè: îïðåäåëåíèå è áàçîâûå ñâîéñòâà

Ñåé÷àñ ìû ââåä¼ì è îïèøåì â àáñòðàêòíî àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ êëàññ C[x, ∂x]-ìîäóëåé, êîòîðûé,
êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçæå, ñîîòâåòñòâóåò êëàññó (C\0)-êîãåðåíòíûõ D-ìîäóëåé ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåí-
íîñòÿìè â íóëå è áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷-
íîìåðíûì, åñëè

∀m ∈M dim(C[A]m) <∞

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî A äåéñòâóåò íà M ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíî, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ
âñÿêîãî m ∈ M ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîå A-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V (m) ⊂ M , ñîäåðæà-
ùåå m.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäóëü M àëãåáðû C[x, ∂x] íàçûâàåòñÿ ñëàáî âåñîâûì, åñëè (x∂x) äåéñòâóåò íà M
ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíî.

Ïóñòü M � ñëàáî âåñîâîé ìîäóëü. Ïîëîæèì

Mα := {m ∈M | ∃k (x∂x − α)km = 0}.

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü M � ñëàáî âåñîâîé C[x, ∂x]-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî M = ⊕α∈CM
α.

Åñëè Mα ̸= 0, òî e2πiα íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé M .

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëèM êîíå÷íî ïîðîæä¼í, òîM èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî õàðàêòåðèñòèê.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñëàáî âåñîâîé C[x, ∂x]-ìîäóëüM íàçûâàåòñÿ âåñîâûì, åñëè dimMα <∞ äëÿ âñÿêîãî
α ∈ C.

Çàìåòèì, óìíîæåíèå íà x ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî Mα â Mα+1, à óìíîæåíèå íà ∂x ïåðåâîäèò ïðî-
ñòðàíñòâî Mα â Mα−1. Ïóñòü m ∈ Mα, m ̸= 0 è ∂xm = 0. Òîãäà x∂xm = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, α = 0.
Àíàëîãè÷íî, åñëè xm = 0, òî α = −1. Òîãäà

α ∈ C\Z ∀n ∈ Z dimMα = dimMα+n

α ∈ Z≥0 ∀n ∈ Z≥0 dimMα = dimMα+n

α ∈ Z≤−1 ∀n ∈ Z≤0 dimMα = dimMα+n

.

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ âñÿêîãî âåñîâîãî C[x, ∂x]-ìîäóëÿ M ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì õàðàêòåðèñòèê ñóùåñòâóåò
CM ∈ Z òàêîå, ÷òî dimMα < CM äëÿ âñÿêîãî α ∈ C.

Óïðàæíåíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé âåñîâîé C[x, ∂x]-ìîäóëü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì õàðàêòåðèñòèê
êîíå÷íî ïîðîæä¼í (ñîâåò: ïîñìîòðèòå óïðàæíåíèå 4 âòîðîé ëåöèè).

Òåîðåìà 5. Âñÿêèé êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé C[x, ∂x]-ìîäóëü M ñ ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíûì äåéñòâèåì
(x∂x) ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � êîíå÷íîìåðíîå ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî M . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè ìû ñ÷èòàåì åãî (x∂x)-èíâàðèàíòíûì. Ïîëîæèì

M0 := C[x]R,Mn := xnM0,M−n := ∂n
xM0

äëÿ âñÿêîãî n ∈ Z≥0. Òàê êàê (x∂x) ñîõðàíÿåò R è C[x], òî (x∂x)Mi ⊂Mi äëÿ âñÿêîãî i ∈ Z. Òàê æå

xMi ⊂Mi+1, ∂xMi ⊂Mi−1.

Ýòè ôîðìóëû çàäàþò äåéñòâèå x è ∂x íà grM := ⊕n∈Z(Mn/Mn+1), ïðè÷¼ì x èìååò ñòåïåíü 1, à ∂x èìååò
ñòåïåíü -1. Äåéñòâèÿ x è ∂x çàäàþò äåéñòâèå àëãåáðû C[x, ∂x] íà grM . Òàê êàê M0/M1 = M0/xM0, òî
dim (M0/M1) <∞. Òàê êàê
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Mn/Mn+1 =

{
n ∈ Z≥0 xn(M0/M1)

n ∈ Z≤0 ∂n
x (M0/M1)

, (3)

òî dim(Mn/Mn+1) < ∞ äëÿ âñÿêîãî n ∈ Z. Ïóñòü λ1, ..., λs � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (x∂x)
ïðè äåéñòâèè íà M0/M1. Òîãäà èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà (x∂x) ïðè äåéñòâèè
íà Mn/Mn+1 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {λi + n}i≤s. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî α ∈ Z

(grM)α ∩ (Mn/Mn+1) ̸= 0

òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà n ∈ Z. Îòêóäà dim (grM)α <∞ äëÿ âñÿêîãî α. Òàê êàê dimMα =dim(grMα)
äëÿ âñÿêîãî α ∈ C, C[x, ∂x]-ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì.

Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà í¼ì. Îáîçíà÷èì êàê ZuckAV
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ A äåéñòâóåò ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíî.

Óïðàæíåíèå 5. ÏóñòüM � ïðîèçâîëüíûé C[x, ∂x]-ìîäóëü, ïîêàæèòå, ÷òî Zuck(x∂x)M òàêæå ÿâëÿåòñÿ
C[x, ∂x]-ìîäóëåì.

Ïóñòü x0 ∈ C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, à M � ïðîèçâîëüíûé C[x, ∂x]-ìîäóëü. Ïî îïðåäåëåíèþ

Regx0M :=Zuck((x−x0)∂x)(M ⊗C[x] C[x− x0]]),

ãäå C[x − x0]] � ðÿäû Ëîðàíà â òî÷êå x0. Åñëè M � êîíå÷íî ïîðîæä¼í, òî Regx0M òàêæå êîíå÷íî
ïîðîæä¼í. Åñëè x0 � ãëàäêàÿ òî÷êà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî C[x, ∂x]-ìîäóëÿ M , òî

Regx0M := C[x]⊗C Cr,

ãäå r � ðàíã âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî M . Åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ M ñâÿçíîñòü ðåãó-
ëÿðíà â x0, òî

M ⊗C[x] C[x− x0]] =Regx0M ⊗C[x] C[x− x0]].

Òàê êàê C[x−x0, ∂x] ∼= C[x, ∂x], òî êàæäîìó êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîìó C[x, ∂x]-ìîäóëþ M è êàæäîé òî÷êå
x0 ∈ C ìû ñîïîñòàâèëè âåñîâîé C[x, ∂x]-ìîäóëü. Ýòî ñîïîñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì, êîòîðûé ìû
òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü Regx0 . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêòîðû Regx0 èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â îïèñàíèè
ãîëîíîìíûõ C[x, ∂x]-ìîäóëåé, à îïèñàíèå êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ C[x, ∂x]-ìîäóëåé ñâîäèòñÿ ê
îïèñàíèþ êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ âåñîâûõ ìîäóëåé.

2 Îïèñàíèå êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ âåñîâûõ ìîäóëåé

Ïîëîæèì

P− := {z ∈ C | −1 ≤ Rez < 0}, P+ := {z ∈ C | 0 ≤Rez < 1}.

Äëÿ âñÿêîé õàðàêòåðèñòèêè λ ∈ C∗ := (C\0) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ýëåìåíò z ∈ P−, äëÿ êîòîðîãî
e2πiz = λ. Àíàëîãè÷íî, äëÿ âñÿêîé õàðàêòåðèñòèêè λ ∈ C∗ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ýëåìåíò z ∈ P+,
äëÿ êîòîðîãî e2πiz = λ. Òàê æå
�) äëÿ âñÿêîãî n ∈ Z≤0 è âñÿêîãî z ∈ P−, èìååì dimMα =dimMα+n;
+) äëÿ âñÿêîãî n ∈ Z≥0 è âñÿêîãî z ∈ P+, èìååì dimMα =dimMα+n.
Ïîëîæèì

E := ⊕α∈P−Mα è F := ⊕α∈P+Mα.

Òîãäà óìíîæåíèå íà x çàäà¼ò îòîáðàæåíèåì u : E → F , à óìíîæåíèå íà ∂x çàäà¼ò îòîáðàæåíèå
v : F → E. Èç îïðåäåëåíèÿ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ uv ïðèíàäëåæàò P+.

Óïðàæíåíèå 6. Ïóñòü E,F � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, à u′ : E → F , v′ : E → F �
ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà íàáîðû (ñ êðàòíîñòÿìè) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé u′v′ è v′u′

ñîâïàäàþò.

Óïðàæíåíèå 7. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå Qui: M 7→ [E
u−→←−
v

F ] åñòü ôóíêòîð.
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Ïóñòü E,F � ïàðà êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, à u : E → F , v : F → E � ïàðà
îòîáðàæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ uv ïðè äåéñòâèè íà F ïðèíàäëåæàò P+. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî C[∂x]⊗C E ⊕ C[x]⊗C F è çàäàäèì íà í¼ì äåéñòâèå C[x, ∂x] ïðàâèëàìè

� ïðàâèëî Ëåéáíèöà E
x−→←−
∂x

F

x · (xn ⊗ f) := xn+1 ⊗ f ∂x · (xn+1 ⊗ f) := (n+ 1)xn ⊗ f + xn ⊗ (uvf) ∂xf := vf
∂x · (∂n

x ⊗ e) := ∂n+1
x ⊗ e x · (∂n+1

x ⊗ e) := −(n+ 1)∂n
x ⊗ e+ ∂n

x ⊗ (vue) xe := ue

.

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè îòîáðàæåíèå RMod: [E
u−→←−
v

F ] 7→M .

Óïðàæíåíèå 8. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêòîðû Qui, RMod çàäàþò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè

âåñîâûõ C[x, ∂x]-ìîäóëåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì õàðàêòåðèñòèê
è

íàáîðîâ E
u−→←−
v

F , äëÿ êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ uv ëåæàò â P+.

Îòìåòèì, ÷òî C[x, ∂x]δ0 ÿâëÿåòñÿ âåñîâûì ìîäóëåì.

Óïðàæíåíèå 9. Îïèøèòå âñå ïðîñòûå îáúåêòû êàòåãîðèé, óïîìÿíóòûõ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.
Êàê óñòðîåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè?

Ïàðó îòîáðàæåíèé E
u−→←−
v

F ìîæíî çàìåíèòü íà ïàðó E
can−−→←−−
var

F , ãäå

can := u, var := vξ(uv), ξ(t) := e−2πit−1
t .

Óïðàæíåíèå 10. Ïîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíû êàòåãîðèè

íàáîðîâ E
u−→←−
v

F , äëÿ êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ uv ëåæàò â P+

è
íàáîðîâ E

can−−→←−−
var

F , äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîð 1 + can ◦ var íåâûðîæäåí.

Ïðîñòðàíñòâàì E,F , îòîáðàæåíèÿì can, var ìîæåò áûòü ïðèäàí ïðîñòîé ñìûñë â òåðìèíàõ ëîêàëüíîé
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé M (ñìîòðè [Mal, ñòð. 30�33]). Â ÷àñòíîñòè, F � ñëîé ñîîòâåòñòâóþùåãî M
ðàññëîåíèÿ íàä C\0, à

1 + var ◦ can =e2πiuv � îïåðàòîð ìîíîäðîìèè â F ,

îïðåäåëÿåìûé îáõîäîì âîêðóã òî÷êè 0.

Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé âåñîâîé C[x, ∂x]-ìîäóëü, à [E
u−→←−
v

F ] � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íàáîð

äàííûõ.

Óïðàæíåíèå 11. 1) Åñëè îïåðàòîð vu íå èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â E, òî M íå èìååò
ïîäôàêòîðîâ, èçîìîðôíûõ C[x, ∂x]δ0.
2) Êàòåãîðèÿ íàáîðîâ (E

u−→←−
v

F ), äëÿ êîòîðûõ vu|E íå èìååò íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ýêâèâàëåíò-

íà êàòåãîðèè îïåðàòîðîâ (F
Γ−→ F ) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

3) Îáúÿñíèòå ñâÿçü ìåæäó êëàññèôèêàöèåé ðåãóëÿðíûõ ñâÿçíîñòåé íà U∨
0 , ïîëó÷åííîé íà ïðîøëîé

ëåêöèè, è êëàññèôèêàöèåé âåñîâûõ ìîäóëåé.

3 Ñîîòâåòñòâèå Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ êðèâûõ

Ïóñòü X � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ (êàê ïðèìåð, C, P1). Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ X̂, â êîòîðîé X ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì. Ïóñòü B → X � òðèâèàëüíîå r-îå ðàññëîåíèå è ∇ � ñâÿçíîñòü â B.

Îïðåäåëåíèå 6. à) Ïàðà (∇, B) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X\X̂ îíà ðåãó-
ëÿðíà â êàêîé-òî ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U∨

x òî÷êè x.
á) [ýêâèâàëåíòíîå] Ïàðà (∇, B) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ X\X̂ îíà ðåãóëÿðíà
â ôîðìàëüíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x.
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Îïðåäåëåíèå 7. Ãîëîíîìíûé C[x, ∂x] ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïàðà (∇, Bun(M)) (ñì. ëåêöèþ 3) èìååò ðåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè.

Ôèêñèðóåì êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊂ C; ÷åðåç s1, ..., sk îáîçíà÷èì ýëåìåíòû S.

Òåîðåìà 8. Êàòåãîðèÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ C\S-êîãåðåíòíûõ C[x, ∂x]-ìîäóëåé ñ ðåãóëÿðíûìè îñî-

áåííîñòÿìè ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè íàáîðîâ (E1

can1−−−→
←−−−
var1

, E2

can2−−−→
←−−−
var2

, ..., Ek

cank−−−→
←−−−
vark

;F ), îðãàíèçîâàííûõ êàê ïî-

êàçàíî íà ðèñóíêå

,

è äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîðû 1 + cank ◦ vark íåâûðîæäåíû äëÿ âñÿêîãî k.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íà ëåêöèÿõ ïðåäñòàâëåíî íå áûëî. Íå÷òî íàïîìèíàþùåå äîêàçàòåëü-
ñòâî íàïèñàíî â [Mal, ñòð. 26, óòâåðæäåíèå 1.5]. Âîîáùå ãîâîðÿ ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç ôóí-
äàìåíòàëüíîé ðàáîòû Ì. Êàñèâàðû, ïîñâÿù¼ííîé ñîîòâåòñòâèþ Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà [Ka].

Ìû ïîêàæåì, êàê óñòðîåíî îòîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà ìîäóëåé â ìíîæåñòâî íàáîðîâ

(E1

can1−−−→
←−−−
var1

, E2

can2−−−→
←−−−
var2

, ..., Ek

cank−−−→
←−−−
vark

;F ).

Äëÿ âñÿêîé òî÷êè si îïðåäåë¼í êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé âåñîâîé C[x, ∂x]-ìîäóëü RegsiM , à åìó ñîîò-

âåòñòâóåò íàáîð Qui(RegsiM) = (Ei

cani−−−→
←−−−
vari

Fi). Âñå ïðîñòðàíñòâà Fi èçîìîðôíû ñëîþ ñîîòâåòñòâóþùåãî

M ðàññëîåíèÿ íàä C\S. ×òî è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èñêîìóþ äèàãðàììó.
Íàïîìíèì, ÷òî X � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç DX ïó÷îê äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ íà X (U 7→ D(U), ñì. òàêæå ëåêöèþ 3).

Îïðåäåëåíèå 9. Ïó÷îê DX -ìîäóëåé M íàçûâàåòñÿ ãîëîíîìíûì, åñëè M(U) åñòü ãîëîíîìíûé D(U)-
ìîäóëü äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî àôôèííîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X (îòìåòèì, ÷òî âX ïî÷òè âñå îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà � àôôèííû).

Ïóñòü S ⊂ P1 � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, à s1, ..., sk � åãî ýëåìåíòû. Äðóãàÿ ïîëåçíàÿ èíòåðåñíàÿ
(è äëÿ êðèâîé áîëåå ïðàâèëüíàÿ) ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâèÿ Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà ïðèâåäåíà íèæå.

Òåîðåìà 10. Êàòåãîðèÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ P1\S-êîãåðåíòíûõ DP1-ìîäóëåé ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåí-

íîñòÿìè ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè íàáîðîâ (E1

can1−−−→
←−−−
var1

, E2

can2−−−→
←−−−
var2

, ..., Ek

cank−−−→
←−−−
vark

;F ), îðãàíèçîâàííûõ êàê ïîêà-

çàíî íà ðèñóíêå

4



,

è äëÿ êîòîðûõ

(1 + can1 ◦ var1)(1 + can2 ◦ var2)...(1 + cank ◦ vark) =IdF .

Â ñëó÷àå îáùåé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé X ê íàáîðó

(E1

can1−−−→
←−−−
var1

, E2

can2−−−→
←−−−
var2

, ..., Ek

cank−−−→
←−−−
vark

;F )

íóæíî ïðèïèñàòü íåâûðîæäåííûå îïåðàòîðû F
li−→ F , ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçóþùèì {li}i ôóíäàìåí-

òàëüíîé ãðóïïû π1(X) è íàëîæèòü íà íèõ ñîîòíîøåíèÿ, èìåþùèåñÿ â π1(X).

Çàìå÷àíèå 11. Áóêâà F � ïåðâàÿ â ñëîâå Fiber, áóêâà �E � ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà �evanescent, Qui �
ñîêðàùåíèå îò quiver, RMod � îò regular module, Zuck � îò Gregg Zuckerman.
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