
Äèàãðàììà íüþòîíà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû â
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C[xQ) ìíîæåñòâî âûðàæåíèé âèäà∑
i∈Z≥n

a( i
d )
x( i

d ),

ãäå d ∈ Z>0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ýòî ìíîæåñòâî íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé C-àëãåáðû è
ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåãî ïîëåì.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå C[x) èçîìîðôíî C[xQ) (cì. âèêèïåäèþ).

Ïîëîæèì C[∂x, xQ) := C[∂x, x]⊗C[x] C[xQ),C[∂x, x) := C[∂x, x]⊗C[x] C[x).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî a ∈ C[∂x, x) ñóùåñòâóþò

1) n ∈ Z≥0, äëÿ êîòîðîãî j ≤ n äëÿ âñÿêîé ïàðû (i, j) ∈N(a);
2) r ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî i ≥ r äëÿ âñÿêîé ïàðû (i, j) ∈N(a).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà åñòü âåðñèÿ îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îäíîé
ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a ∈ C[∂x, x). Òîãäà

a = f(∂x − α1)(∂x − α2)...(∂x − αn),

ãäå f ∈ C[x), n � ñòåïåíü a, αi ∈ C[∂x, xQ) äëÿ âñÿêîãî i.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå òàêæå è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåääèàãðàììîé íüþòîíà Ñ(a) îïåðàòîðà a :=
∑
i,j

aijx
i∂j

x íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ

îáîëî÷êà â Q2 ìíîæåñòâà {(i, j)}ai,j ̸=0. Ìíîæåñòâî

N(a) := {(i, j) ∈ Q2 | ∃k ∈ Q≥0, j
′ ∈ Q, äëÿ êîòîðûõ (i+ r, j′) ∈ Ñ(a) è j′ ≤ j + r}⊂ Q2

íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé íüþòîíà îïåðàòîðà a.

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî N(ab) =N(a)+N(b) (cóììà ìèíêîâñêîãî) äëÿ âñÿêèõ a, b ∈ C[x, ∂x].

Ïóñòü t1, ..., ts � òàíãåíñû óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé ê êîíå÷íûì ãðàíÿì N(a), óïîðÿ-
äî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ. Íàáîð ÷èñåë t1−1, ..., ts−1 íàçîâ¼ì ïàðàìåòðàìè èçëîìà N(a) è îáîçíà÷èì
t(a).

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî ti(a) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî i è äëÿ ëþáîãî a ∈ C[x, ∂x].

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ N(a) è t(a) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ a c êîýôôèöèåíòàìè â
ðÿäàõ Ëîðàíà C[x) è â ðÿäàõ Ïþèçî C[xQ) (èì. Victor'a Puiseux).

Óïðàæíåíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî t(ab) =t(a)∪t(b) äëÿ âñÿêèõ a, b ∈ C[x, ∂x].

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò ïðåäëîæåíèÿ 3 è 4, ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå;
èì ïîñâÿù¼í îñòàòîê ëåêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ âñÿêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà a ∈ C[∂x, x) ñóùåñòâóåò íàáîð a1, ..., as ∈
C[x, ∂x], äëÿ êîòîðîãî a = a1...as è
1) t(a) = ∪it(ai) (ñì. óïðàæíåíèå 4);
2) t(ai) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà äëÿ âñÿêîãî i;
3) t(ai) <t(aj), åñëè i < j.

Âñÿêèé ýëåìåíò ω ∈ C[∂x, x] (ñîîòâåòñòâåííî, C[∂x, x),C[∂x, xQ)) îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíûé àâòîìîð-
ôèçì ϕω àëãåáðû C[x, ∂x] (ñîîòâåòñòâåííî, C[∂x, x),C[∂x, xQ)), çàäàííûé ôîðìóëàìè

ϕω(x) := x, ϕω(∂x) := ∂x + ω

(òîïîëîãèÿ C[∂x, x) è C[∂x, xQ) èíäóöèðîâàíà ñ òîïîëîãèè íà C[x) è C[xQ) ñîîòâåòñòâåííî).
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü a ∈ C[∂x, xQ) òàêîâ, ÷òî t(a) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Òîãäà ñóùåñòâóåò µ ∈ C,
äëÿ êîòîðîãî t(ϕ µ

xt(a)+1
a) ñîñòîèò ïî êðàéíåé ìåðå èç äâóõ òî÷åê.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 4. Âûâåäèòå èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è ïðåäëîæåíèÿ 4 òåîðåìó 1.

Ôèêñèðóåì t ∈ R≥0 è ïîëîæèì

ν(t, a) := min
aij ̸=0

(i− (t+ 1)j)

äëÿ âñÿêîãî a ∈ C[∂x, xQ).

Óïðàæíåíèå 6. Ïîêàæèòå, êàê ïî ôóíêöèè ν(·, a) : R≥0 → R(t → ω(t, a)) âîññòàíîâèòü äèàãðàììó
íüþòîíà N(a). Ïîêàæèòå, êàê ïî äèàãðàììå íüþòîíà N(a) ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ν(·, a).

Óïðàæíåíèå 7. Ïîêàæèòå, ÷òî à) ν(t, ab) = ν(t, a) + ν(t, b); á) ν(t, a + b) ≥ min(ν(t, a), ν(t, b)) äëÿ
âñÿêèõ a, b ∈ C[∂x, xQ) è t ∈ R≥0.

Ëåììà 5. Ïóñòü a � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïàðàìåòðàìè èçëîìà 0 ≤ t1 < ... < ts(s ≥ 2).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî k < s ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé íàáîð b, c ∈ C[∂x, x), äëÿ êîòîðîãî a = bc è
1) t(b) = {t1, ..., tk}, t(c) = {tk+1, ..., ts};
2) c00 = 1, cj0 = 0 (êîýôôèöèåíò ïðè xj) äëÿ j ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî t′, äëÿ êîòîðîãî tk < t′ < tk+1. Ïîëîæèì

νt′(i, j) := (i− (t′ + 1)j)

äëÿ âñåõ i, j ∈ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i0, j0 ýëåìåíòû Z, äëÿ êîòîðûõ νt′(i0, j0) = ν(t′, a) è ai0j0 ̸= 0. Òîãäà
êîýôôèöèåíòû bij , cij âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ðåêóðåíòíûì ôîðìóëàì.

bij = aij −
∑

νt′(ib, jb) < νt′(i, j)
νt′(ic, jc) + ν(t′, a) < νt′(i, j)

(bibjbcicjc)ij ,

cij = (ai+i0,j+j0 −
∑

νt′(ib, jb) < νt′(i, j) + ν(t′, a)
νt′(ic, jc) < νt′(i, j)

(bibjbcicjc)i+i0,j+j0) (j > 1).

Ïðîâåðêó òîãî, ÷òî a = bc äëÿ b è c çàäàííûõ òàêèì îáðàçîì, îñòàâëÿþ ÷èòàòåëþ.
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