
Ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ Ä-ìîäóëåé. Ðàñøèðåííîå
ñîîòâåòñòâèå Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà.

1 Ëîêàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Ïóñòü M � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé C[∂x, xQ)-ìîäóëü, α ∈ C[xQ). Ïîëîæèì Lα := C[∂x, xQ)/(·(∂x − α)).
Îïðåäåëèì àâòîìîðôèçì ϕα íà C[∂x, xQ) ôîðìóëàìè

ϕα(x) = x, ϕα(∂x) = ∂x + α.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ϕα(M) := M ⊗C[xQ) Lα.

Ïóñòü α =
∑

i αix
i. Ïîëîæèì Ω(x) := {α ∈ C[xQ) | αi = 0 ∀i ≥ −1}. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ëîêàëüíîé

êëàññèôèêàöèè Ä-ìîäóëåé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � C[∂x, xQ)-ìîäóëü, êîíå÷íîìåðíûé êàê C[xQ)-ìîäóëü. Òîãäà îí ïðåäñòàâèì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ⊕α∈Ω(x)(Lα ⊗C[xQ) Mα) := ⊕α∈Ω(x)(ϕαMα), ãäå Mα � C[∂x, xQ)-ìîäóëü ñ
ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè äëÿ âñÿêîãî α ∈ Ω(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, áîëü-
øàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò àáñòðàêòíîé àëãåáðå.

Ïóñòü R � íåêîòîðîå êîëüöî, C � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè R-ìîäóëåé, â êîòîðîé âñå îáúåêòû
èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó.

Óïðàæíåíèå 2. ÏóñòüM1,M2 ∈Ob(C)1 è Exti(M̃1, M̃2) = 0 äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäôàêòîðîâ2 M̃1 ìîäóëÿ
M1 è M̃2 ìîäóëÿ M2 è ëþáîãî i ≥ 0. Òîãäà ExtiR(M1,M2) = 0 äëÿ ëþáîãî i ≥ 0.

Ïóñòü SOb(C) � ïðîñòûå îáúåêòû êàòåãîðèè C. Ïóñòü SOb(C) ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî êëàññîâ
{SOb(C)α}α∈Ω òàê, ÷òî

ExtiR(Mα,Mβ) = 0, åñëè α, β ∈ Ω, i ∈ Z≥0, α ̸= β, Mα ∈SOb(C)α, Mβ ∈SOb(C)β .

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé îáúåêò M ∈Ob(C) èçîìîðôåí ⊕α∈ΩMα, ãäå âñå ïîäôàêòîðû
Mα ïðèíàäëåæàò SOb(C)α.

Íàïîìíèì, ÷òî ëåâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè M ∼= R/I äëÿ íåêîòîðîãî ëåâîãî
èäåàëà I.

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü M1,M2 � äâà öèêëè÷åñêèõ ìîäóëÿ. Òîãäà ExtiR(M1,M2) = 0 äëÿ i ≥ 2.

Ïîëîæèì R/b := R/(Rb).

Óïðàæíåíèå 5. à) Ïîêàæèòå, ÷òî HomR(R/b,R/c) = {m ∈ R/c | bm = 0} è ÷òî

HomR(R/b,R/c) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè ((bc′ = b′c)→ (c′ = rc, b′ = br)).

á) Ïîêàæèòå, ÷òî Ext1R(R/b,R/c) = (R/c)/(b(R/c)).

Ïîëîæèì b\R := R/(bR).

Óïðàæíåíèå 6. Ïîêàæèòå, ÷òî

HomR(R/c,R/b) ∼=HomR(b\R, c\R), Ext1R(R/c,R/b) ∼=Ext1R(b\R, c\R)

Íàçîâ¼ì ãëàâíîé ÷àñòüþ α =
∑

i∈Q αix
i ðÿä

∑
i∈Q≤−1

αix
i. Çäåñü è äàëåå R := C[∂x, xQ). Çàìåòèì,

÷òî R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Óïðàæíåíèå 7. à) Ïóñòü α ∈ C[xQ) è ãëàâíàÿ ÷àñòü α ̸= 0. Ïîêàæèòå, ÷òî

ExtiR(R/(∂x − α), R/∂x) = 0 äëÿ ëþáîãî i ≥ 0.

1Ob(C) � îáúåêòû C.
2ïîäôàêòîð � ôàêòîð ïîäìîäóëÿ
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á) Ïóñòü α, β ∈ C[xQ) è ãëàâíûå ÷àñòè α è β ðàçëè÷íû. Ïîêàæèòå, ÷òî

ExtiR(R/(∂x − α), R/(∂x − β)) = 0

äëÿ ëþáîãî i ≥ 0.

Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ C[∂x, xQ)-ìîäóëåé, êîòîðûå êîíå÷íîìåðíû êàê C[xQ)-ìîäóëè. Êàòåãîðèÿ C
ïîëíà â êàòåãîðèè R-ìîäóëåé, à âñå îáúåêòû C � àðòèíîâû, è, êàê ñëåäñòâèå, öèêëè÷íû è èìåþò
êîíå÷íóþ äëèíó.

Óïðàæíåíèå 8. à) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûå îáúåêòû êàòåãîðèè C èçîìîðôíû R/(∂x−α) äëÿ α ∈ C[xQ).
á) Ïóñòü α, β ∈ C[xQ) òàêîâû, ÷òî R/(∂x − α) ∼= R/(∂x − β). Ïîêàæèòå, ÷òî ãëàâíûå ÷àñòè α è β
ñîâïàäàþò.

Óïðàæíåíèå 8 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãëàâíóþ ÷àñòü ïðîñòîãî ìîäóëÿ êàòåãîðèè C. Íàçîâ¼ì ãëàâ-
íûìè ÷àñòÿìè ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ êàòåãîðèè C ãëàâíûå ÷àñòè åãî ïðîñòûõ ïîäôàêòîðîâ. Íàçîâ¼ì
îáúåêò êàòåãîðèè C îäíîðîäíûì, åñëè îí îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ãëàâíîé ÷àñòüþ.

Óïðàæíåíèå 9. à) Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé C[∂x, xQ)-ìîäóëü êàòåãîðèè C åñòü ïðÿìàÿ ñóììà îäíîðîä-
íûõ C[∂x, xQ)-ìîäóëåé ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ãëàâíûìè ÷àñòÿìè.
á) Ïóñòü M � îäíîðîäíûé C[∂x, xQ)-ìîäóëü ñ ãëàâíîé ÷àñòüþ α. Ïîêàæèòå, ÷òî C[∂x, xQ)-ìîäóëü
ϕ−α(M) � ðåãóëÿðåí.
â) Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

2 Ðàñøèðåííîå ñîîòâåòñòâèå Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà.

Íàïîìíèì, ÷òî âñÿêîìó âåñîâîìó C[∂x, x]-ìîäóëþM ñîîòâåòñòâóåò íàáîð Qui(M) := [E
can−−→←−−
var

F ] (ñì. ëåê-

öèþ îò 11.03.2012). Èìååòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó C[x, ∂Q
x )-ìîäóëÿìè ñ ðåãóëÿðíû-

ìè îñîáåííîñòÿìè è âåñîâûìè C[x, ∂x]-ìîäóëÿìè, íå èìåþùèìè ïîäôàêòîðîâ, èçîìîðôíûõ C[x, ∂x]δ0 [Mal,
�2.1]. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó C[∂x, xQ)-ìîäóëþMα ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè ñîîòâåòñòâóåò ïðåä-

ñòàâëåíèå Qui(Mα) := [Eα

canα−−−→←−−−
varα

Fα], ãäå îòîáðàæåíèå canα íå èìååò ÿäðà è 1+ canα ◦ varα � íåâûðîæ-

äåííûé îïåðàòîð íà Fα.
Ìîäóëþ M := ⊕αMα àëãåáðû C[∂x, xQ) ìû ñîïîñòàâèì íàáîð ïðîñòðàíñòâ

(F := ⊕α∈Ω(x)Fα, {E1, ..., Eα}α∈Ω(x))

ñ íàáîðîì îòîáðàæåíèé varα : F → Fα → Eα, canα : Eα → Fα → F , α ∈ Ω(x). Ïîëîæèì

var ◦ can := ⊕αvarα ◦ canα.

Òîãäà
1) îïåðàòîð canα íå èìååò ÿäðà äëÿ ëþáîãî α ∈ Ω(x),
2) îïåðàòîð 1 + can ◦ var ∈End(F ) íåâûðîæäåí,
3) (canα ◦ varα) ◦ (canβ ◦ varβ) = 0, åñëè α ̸= β.

Íàçîâ¼ì ðàíãîì C[∂x, xQ)-ìîäóëÿ Mα åãî ðàçìåðíîñòü êàê C[xQ)-âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàíã M
ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ F â íàáîðå Qui(Mα). Êàæäîìó ãîëîíîìíîìó DP1 -ìîäóëþ M ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü
1) íàáîð åãî îñîáûõ òî÷åê P ⊂ P1,
2) íàáîð C[∂x, xQ)-ìîäóëåé {LocpM}p∈P , èìåþùèõ îäèíàêîâûé ðàíã,
3) íàáîð Ω(x)p ãëàâíûõ ÷àñòåé LocpM (ñ êðàòíîñòÿìè) äëÿ êàæäîãî p ∈ P .

Ìîäóëÿì {LocpM}p∈P òàêæå ñîîòâåòñòâóþò íàáîðû {Eα,p, canα,p, varα,p}p∈P,α∈Ω(x)p (çäåñü canα,p, varα,p
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îòîáðàæåíèÿ èç/â îäíî è òîæå ïðîñòðàíñòâî F , îòîæäåñòâëÿåìîå ñî ñëîåì M â
îáùåé òî÷êå). Ïðè ïðàâèëüíîì îòîæäåñòâëåíèè F â òî÷êàõ p ∈ P , èìååì ðàâåíñòâî

◦p∈P (1 + can ◦ var)p =IdF .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âûðàæåíèå ◦p∈P (1 + can ◦ var)p∈P ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîðÿäêà
ñîìíîæèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, ìû íåÿâíî ââîäèì ïîðÿäîê íà òî÷êàõ p ∈ P , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó
ðàçëè÷íûõ ñèñòåì îáðàçóþùèõ â π1(P1 − P ).
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Òåîðåìà 2 (Ðàñøèðåííîå ñîîòâåòñòâèå Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà [Mal, �4]). Ïóñòü P � êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê.
Îïèñàííîå âûøå îòîáðàæåíèå èç êàòåãîðèè D(P1)-ìîäóëåé, ñ îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ P , è ôèêñèðî-
âàííûì íàáîðîì ãëàâíûõ ÷àñòåé Ω(x)p äëÿ p ∈ P , â êàòåãîðèþ ïðîñòðàíñòâ (F, {Eα,p}p∈P,α∈Ω(x)p) ñ

îòîáðàæåíèÿìè {Eα,p

canα,p−−−−→
←−−−−
varα,p

F}p∈P,α∈Ω(x)p , óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

1) îïåðàòîð canα,p íå èìååò ÿäðà äëÿ ëþáîãî p ∈ P è α ∈ Ω(x)p,
2) îïåðàòîð 1 +⊕α(can ◦ var)p ∈End(F ) íåâûðîæäåí äëÿ âñÿêîãî p ∈ P ,
3) (canα,p ◦ varα,p) ◦ (canβ,p ◦ varβ,p) = 0, äëÿ âñÿêîãî p ∈ P , α, β ∈ Ω(x)p, α ̸= β,
4) ◦p∈P (1 + can ◦ var)p∈P =IdF ,
ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ êàòåãîðèé.
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