ìÉÓÔÏË 5. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ. òÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ. 7 ÍÁÒÔÁ 2012

1. ðÕÓÔØ M^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, H_k(M^n) ∼= Z^{ak} ⊕ T_k É H^k(M^n) ∼= Z^{bk} ⊕ T^k, ÇÄÅ T_k É T^k | ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_k = a_{n−k}, b_k = b_{n−k}, T_k ∼= T_{n−k−1}, T^k ∼= T^{n−k+1} É T^1 = 0.

2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á R | ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ

H^n(M^n; R) ∼= { R ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ M^n; R=2R ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ M^n:

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ H_{n−1}(M^n; Z) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á ÅÓÌÉ M^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ Œ H_{n−1}(M^n; Z) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z_2.

3. ðÕÓÔØ M^n | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ˚M^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M^n | ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓÆÅÒÁ, Ô.Å. H_k(M^n) ∼= H_k(S^n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ k.

4. Á) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M^n_1 → M^n_2 ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ~M^n_2 → M^n_2 , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÅ f_∗ß_1(M^n_1 ), É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔÏŒ.)

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁ ÓÆÅÒÕ Ó h ÒÕÞËÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g ⩾ h.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ff ÎÁÄ Z ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ff ≠ mfi, ÇÄÅ m ∈ N, m ¿ 1, É fi | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÎÁÄ Z. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ mff = 0, ÔÏ ff = (m + 1)ff, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ.

5. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉŒÁÑ f ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÇÏÍÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ff ∈ H_1(M^2), ÇÄÅ M^2 | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ff = 0, ÌÉÂÏ ff | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉ- ÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M^2 ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ËÒÉŒÏÊ.