
c© 2008 ã. Â. È. Øâåöîâ, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê
(Èíñòèòóò ñèñòåìíîãî àíàëèçà ÐÀÍ, Ìîñêâà)

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÕ
ÏÎÒÎÊÎÂ

Îáñóæäàþòñÿ ìîäåëè è àëãîðèòìû ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ â ñåòè
êðóïíîãî ãîðîäà èëè àãëîìåðàöèè. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçíûõ àë-
ãîðèòìîâ ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè. Îáñóæäàåò-
ñÿ ïðîáëåìà íåîäíîçíà÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì â óñëî-
âèÿõ ðàâíîâåñèÿ è èñïîëüçîâàíèå ýíòðîïèéíûõ ìîäåëåé äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé
íåîäíîçíà÷íîñòè.
PACS: 89.40.-a

1. Ââåäåíèå

Òðàíñïîðòíàÿ èíôðàñòðóêòóðà � îäíà èç âàæíåéøèõ èíôðàñòðóêòóð, îáåñïå÷è-
âàþùèõ æèçíü ãîðîäîâ è ðåãèîíîâ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âî ìíîãèõ êðóïíûõ
ãîðîäàõ èñ÷åðïàíû èëè áëèçêè ê èñ÷åðïàíèþ âîçìîæíîñòè ýêñòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ
òðàíñïîðòíûõ ñåòåé. Ïîýòîìó îñîáóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàåò îïòèìàëüíîå ïëàíèðî-
âàíèå ñåòåé, óëó÷øåíèå îðãàíèçàöèè äâèæåíèÿ, îïòèìèçàöèÿ ñèñòåìû ìàðøðóòîâ
îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ íåâîçìîæíî áåç ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé. Ãëàâíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé �
îïðåäåëåíèå è ïðîãíîç âñåõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè, òà-
êèõ êàê èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ íà âñåõ ýëåìåíòàõ ñåòè, îáúåìû ïåðåâîçîê â ñåòè
îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà, ñðåäíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, çàäåðæêè è ïîòåðè âðåìåíè
è ò.ä.

Îáùàÿ ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû òðàíñïîðòíîé ñèñòåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëå-
äóþùèå âçàèìîñâÿçàííûå çàäà÷è [1]:

• ðàñ÷åò îáùèõ îáúåìîâ ïåðåäâèæåíèé ìåæäó âñåìè ðàéîíàìè ãîðîäà èëè àãëî-
ìåðàöèè (ðàñ÷åò ìàòðèö ìåæðàéîííûõ êîððåñïîíäåíöèé);

• ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ïî êîíêðåòíûì ïóòÿì â òðàíñïîðòíîé ñåòè;

• ðàñ÷åò çàãðóçêè âñåõ ýëåìåíòîâ ñåòè òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò îáñóæäàòüñÿ âòîðàÿ çàäà÷à èç ïðèâåäåííîãî ñïèñêà, ò.å.
çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíûõ ìåæðàéîííûõ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì â ñåòè.
Åñëè òàêîå ðàñïðåäåëåíèå èçâåñòíî, òî çàãðóçêà âñåõ ýëåìåíòîâ ñåòè ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ïðîñòûì ñóììèðîâàíèåì êîððåñïîíäåíöèé, èñïîëüçóþùèõ ýòè ýëåìåíòû
äëÿ äâèæåíèÿ.

Îñíîâîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè [2, 3], îáñóæäàåìûé â ðàçäåëå 2. Ðàçäåëû 3-
4 ïîñâÿùåíû ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ.
Ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ íà äóãàõ ñåòè, îäíà-
êî îñòàâëÿåò áîëüøîé ïðîèçâîë â âûáîðå ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì.
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Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé íåîïðåäåëåí-
íîñòè îáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå 5.

Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü â ìîäåëè ïðåäñòàâëåíà ãðàôîì, ñîñòîÿùèì èç óçëîâ è äóã, ïðè-
÷åì ñïåöèàëüíûì òèïîì óçëîâ ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðàéîíû ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ, íà
êîòîðûå ïîäðàçäåëÿåòñÿ âñÿ òåððèòîðèÿ ãîðîäà. Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: èíäåêñ a íóìåðóåò äóãè ãðàôà; ua � òðàíñïîðòíûé ïîòîê
íà äóãå a; p, q � íîìåðà ðàéîíîâ ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ; Kpq � ìíîæåñòâî ïóòåé
ïî ãðàôó èç p â q; èíäåêñ k íóìåðóåò ïóòè â Kpq; ukpq � ÷àñòü êîððåñïîíäåíöèè èç p
â q, èñïîëüçóþùàÿ ïóòü k (áóäåì òàêæå íàçûâàòü åå ¾ïîòîêîì íà ïóòè k¿).

2. Ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ

Â îñíîâå àëãîðèòìîâ ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ïî ïóòÿì â ñåòè ëåæèò
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî êàæäûé ó÷àñòíèê äâèæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
îáîáùåííóþ öåíó ñâîåãî ïóòè. Îáîáùåííàÿ öåíà ïóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àãðåãèðî-
âàííûé êðèòåðèé îöåíêè ïóòè. Îñíîâíîé ñîñòàâëÿþùåé îáîáùåííîé öåíû ÿâëÿåòñÿ
âðåìÿ, çàòðà÷åííîå íà ïåðåäâèæåíèå, îäíàêî â ýòîò êðèòåðèé ìîãóò âêëþ÷àòüñÿ è
äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå, íàïðèìåð, öåíà ïóòè â îáû÷íîì ñìûñëå, êàê äåíåæíûå çàòðà-
òû. Â äàëüíåéøåì áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü îáîáùåííóþ öåíó ïðîñòî öåíîé ïó-
òè. Öåíà ïóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó öåí äâèæåíèÿ ïî äóãàì, èç êîòîðûõ ñîñòîèò
ïóòü, à òàêæå öåí ïåðåõîäîâ ñ äóãè íà äóãó (ìàíåâðîâ íà ïåðåñå÷åíèÿõ). Â äàëüíåé-
øåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ ôîðìóë áóäåì îïóñêàòü öåíû ìàíåâðîâ è ãîâîðèòü òîëüêî î
öåíàõ äóã, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ca, ãäå a � íîìåð äóãè.

Ðàâíîâåñíûì íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ, ïðè êîòîðîì íè îäèí èç ó÷àñò-
íèêîâ äâèæåíèÿ íå ìîæåò èçìåíèòü ñâîé ïóòü òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü öåíó ïóòè.
Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ â òðàíñïîðòíîé ñåòè
â óñòàíîâèâøåéñÿ ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì â óêàçàííîì ñìûñëå. Ñôîðìóëè-
ðîâàííîå óñëîâèå èçâåñòíî êàê óñëîâèå Âàðäðóïà (èëè óñëîâèÿ Âàðäðóïà, ïîñêîëüêó
îíî ÷àñòî ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå äâóõ ïðåäëîæåíèé [2]).

Êëþ÷åâûì ïðåäïîëîæåíèåì î öåíå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå: öåíà äâèæåíèÿ ïî äóãå
ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé ñóììàðíîãî ïîòîêà ïî ýòîé äóãå: ca = ca(ua). Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ÷åì áîëüøå àâòîìîáèëåé äâèæåòñÿ ïî äóãå, òåì áîëåå ìåäëåííûì è
äèñêîìôîðòíûì ñòàíîâèòñÿ äâèæåíèå è, ñîîòâåòñòâåííî, âîçðàñòàåò öåíà ïóòè. Ïðè
äàííîì ïðåäïîëîæåíèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé òðàíñïîðòíîé ñèñòåìå ñóùå-
ñòâóåò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Ýòî ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â òîì ñìûñëå,
÷òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîòîêè íà âñåõ äóãàõ ñåòè. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ çàãðóçêà ýëåìåíòîâ ñåòè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì â ñåòè. Ò.å. ðàçíûå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì ìîãóò ïîðîæäàòü îäèíàêîâóþ çàãðóçêó âñåõ ýëå-
ìåíòîâ ñåòè (íà ñàìîì äåëå, äëÿ äàííîé çàãðóçêè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ïîðîæäàþùèõ åå ðàñïðåäåëåíèé).

Ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå äàåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ
îãðàíè÷åíèÿìè [3]:

(1)
∑

a

∫ ua

0

ca(v) dv → min .
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Ðàñïðåäåëåíèå un = {un
kpq} íà øàãå n

?

Îïîðíîå ðàñïðåäåëåíèå un
L ïðè öåíàõ cn
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a)

?

Ïîäáîð λ: un+1 = (1− λ)un + λun
L

¾

6
-

Ðèñ. 1. Àëãîðèòì Ôðàíêå-Âóëüôà.

Ïîòîêè íà äóãàõ ua, âõîäÿùèå â ýòî âûðàæåíèå, íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåí-
íûìè çàäà÷è. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ïîòîêîâ ukpq ïî âñåì ïóòÿì k, èñïîëü-
çóþùèì äàííóþ äóãó a. Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïîòîêè ïî ïóòÿì
ukpq äîëæíû â ñóììå äàâàòü êîððåñïîíäåíöèè Fpq ìåæäó âñåìè ïàðàìè ðàéîíîâ p è
q:

(2)

ua =
∑
p,q

∑

k∈Kpq,a∈k

ukpq,

Fpq =
∑

k∈Kpq

ukpq,

ukpq > 0.

3. Àëãîðèòì Ôðàíêå-Âóëüôà

Õîòÿ ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè áûë âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàí åùå
â 50-å ã., ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà íà÷àëîñü çíà÷èòåëüíî ïîçæå, â
ñåðåäèíå 70-õ ã. [4]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè òðåáóåò
çíà÷èòåëüíîãî îáúåìà ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Äëÿ õðàíåíèÿ âñåé èíôîðìàöèè î ðàñ-
ïðåäåëåíèè êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì â êðóïíîì ãîðîäå òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíûé
îáúåì (äî íåñêîëüêèõ ãèãàáàéò) ïàìÿòè. Êîìïüþòåðû ñ òàêèìè âîçìîæíîñòÿìè ñòàëè
øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû òîëüêî â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Îäíàêî âîçìîæíîñòü ìîäåëèðî-
âàòü ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîÿâèëàñü çíà÷èòåëüíî ðàíåå, áëàãîäàðÿ ðàçðàáîòêå
àëãîðèòìà Ôðàíêå-Âóëüôà [5]. Îñîáåííîñòüþ ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí
äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü èòîãîâóþ ðàâíîâåñíóþ çàãðóçêó òðàíñïîðòíîé ñåòè, íå
ñîõðàíÿÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà ñàìî ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì.

Ñõåìà ðàáîòû àëãîðèòìà Ôðàíêå-Âóëüôà ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Íà íà÷àëüíîì øàãå
âñå êîððåñïîíäåíöèè ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà îïòèìàëüíûå (ïî öåíå) ïóòè, ðàññ÷èòàííûå
ïî ñâîáîäíîé ñåòè. Íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòìà n+1 êàæäàÿ êîððåñïîí-
äåíöèÿ óæå ðàñïðåäåëåíà íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïóòåé (íå áîëåå n), âû÷èñëåííûõ
íà ïðåäûäóùèõ n øàãàõ. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò çàãðóçêà äóã ñåòè un

a . Ñ ó÷åòîì ýòîé
çàãðóçêè ðàññ÷èòûâàþòñÿ öåíû äóã cn

a , è ñòðîèòñÿ íîâàÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíûõ ïóòåé.
Äàííàÿ ñèñòåìà ïóòåé ÿâëÿåòñÿ ¾îïîðíîé¿ äëÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé.
Ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ êîððåñïîíäåíöèé ðàññ÷èòàííûå ïóòè ìîãóò îêàçàòüñÿ äåé-
ñòâèòåëüíî íîâûìè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðóãèõ êîððåñïîíäåíöèé ðàññ÷èòàííûé îï-
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Ðèñ. 2. Ïðèíöèï ðàáîòû àëãîðèòìà Ôðàíêå-Âóëüôà.

òèìàëüíûé ïóòü óæå ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ïóòåé, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.
Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ äîëÿ êîððåñïîíäåíöèé λ, êîòîðàÿ áóäåò ïåðåðàñïðåäåëåíà ñî âñåõ
ïðåæíèõ ïóòåé íà íîâûå îïòèìàëüíûå ïóòè (ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ λ äëÿ ïîñëåäóþùåãî
àíàëèçà íåñóùåñòâåíåí).

Îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñî âñåõ ïðåæíèõ ïóòåé ïåðåðàñïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíà è òà æå äîëÿ êîððåñïîíäåíöèé λ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàãðóçêà âñåõ äóã
óìåíüøèòñÿ ðîâíî â (1−λ) ðàç. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâîé çàãðóçêè
âñåõ äóã íåò íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü ðàñïðåäåëåíèå ïî ïóòÿì, à äîñòàòî÷íî ñîõðà-
íÿòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà òîëüêî çàãðóçêó âñåõ äóã îò ïðåäûäóùåãî øàãà. Ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî öåíû äóã çàâèñÿò òîëüêî îò çàãðóçêè äóã ca = ca(ua), äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñàìîé
äîëè λ òàêæå íå òðåáóåòñÿ çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ïî ïóòÿì.

Ïðèíöèï ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ïðîñòîì ïðèìåðå íà ðèñ. 2,
ãäå äîñòèãàåòñÿ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå äâóõ êîððåñïîíäåíöèé ìåæäó äâóìÿ ïà-
ðàìè ðàéîíîâ. Ïóñòü íà î÷åðåäíîì øàãå íåîáõîäèìî ïåðåðàñïðåäåëèòü ñ îäíîãî ïóòè
íà äðóãîé 15% ïåðâîé êîððåñïîíäåíöèè è òîëüêî 5% âòîðîé. Òîãäà àëãîðèòì âû-
áåðåò íåêîòîðóþ îáùóþ äîëþ ïåðåðàñïðåäåëÿåìûõ êîððåñïîíäåíöèé, ñêàæåì 10%.
Â ðåçóëüòàòå îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ ïåðâîé êîððåñïîíäåíöèè ïåðåðàñïðåäåëåíèå áûëî
íåäîñòàòî÷íûì, à äëÿ âòîðîé � ïåðåðàñïðåäåëèëè ëèøíåå. Ñ ó÷åòîì íîâîé çàãðóçêè
äóã íà ñëåäóþùåì øàãå àëãîðèòìà îïòèìàëüíûì äëÿ ïåðâîé êîððåñïîíäåíöèè áóäåò
òîò æå ïóòü, ÷òî è íà ïðåäûäóùåì øàãå, à äëÿ âòîðîé êîððåñïîíäåíöèè îïòèìàëü-
íûì, íàîáîðîò, ñòàíåò ïóòü, ñ êîòîðîãî íà ïðåäûäóùåì øàãå ñíÿëè êîððåñïîíäåíöèþ.
Òàêèì îáðàçîì, íà ýòîì øàãå áóäóò ïåðåðàñïðåäåëåíû îñòàâøèåñÿ 5% ïåðâîé êîð-
ðåñïîíäåíöèè è âîçâðàùåíû ¾íà ìåñòî¿ 5% âòîðîé êîððåñïîíäåíöèè. Ðàçóìååòñÿ,
ïðèâåäåííûå öèôðû ïðèáëèçèòåëüíû. Íà ñàìîì äåëå, çà ñ÷åò íåëèíåéíîñòè ôóíê-
öèè ca(ua) çíà÷åíèå λ íà ïåðâîì øàãå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò 10% è äàæå â îïèñàííîì
ïðîñòîì ñëó÷àå èòåðàöèè íå ñîéäóòñÿ òî÷íî çà äâà øàãà.

Îïèñàííîå äîñòîèíñòâî àëãîðèòìà Ôðàíêå-Âóëüôà îáúÿñíÿåò åãî ¾äîëãîæèòåëü-
ñòâî¿. Ýòîò àëãîðèòì äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì â ïðàêòè-
êå ìîäåëèðîâàíèÿ çàãðóçêè àâòîìîáèëüíûõ ñåòåé. Îäíàêî àëãîðèòì îáëàäàåò ñóùå-
ñòâåííûì íåäîñòàòêîì. Õîòÿ òåîðåòè÷åñêè àëãîðèòì âñåãäà ñõîäèòñÿ, íà ïðàêòèêå
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ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííî óõóäøàåòñÿ â õîäå èòåðàöèé. Â òå÷åíèå ïåðâûõ
èòåðàöèé íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðîå ïðèáëèæåíèå ê ðàâíîâåñèþ, îäíàêî ïî-
ñëå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ èòåðàöèé ïðèáëèæåíèå ìîæåò ïðàêòè÷åñêè ïðåêðàòèòüñÿ.
Îñîáåííî ñèëüíî ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ íà áîëüøèõ ñåòÿõ. Óõóäøåíèå ñõîäèìîñòè
òåñíî ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàåìûì ýôôåêòîì ¾çàñòðåâàþùèõ ïîòîêîâ¿ (residual �ows).
Ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ â ñèëüíîé íåðàâíîìåðíîñòè ñõîäèìîñòè ïîòîêîâ ê ðàâíîâåñíûì
çíà÷åíèÿì íà îòäåëüíûõ äóãàõ. Ò.å. ïðè îáùåé õîðîøåé ñõîäèìîñòè ê ðàâíîâåñèþ â
ñåòè ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî äóã, íà êîòîðûõ ïîòîê ñèëüíî îò-
ëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî, ïðè÷åì ýòè ¾âûáðîñû¿ íå óñòðàíÿþòñÿ ïîñëåäóþùèìè
èòåðàöèÿìè.

Ïðè÷èíó ýôôåêòà ¾çàñòðåâàþùèõ ïîòîêîâ¿ ìîæíî ïîíÿòü èñõîäÿ èç ïðèíöèïà
ðàáîòû àëãîðèòìà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2. Â èòîãå ðàáîòû àëãîðèòìà êàæäàÿ êîð-
ðåñïîíäåíöèÿ äîëæíà áûòü ðàñïðåäåëåíà ïî íàáîðó àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé â òàêèõ
ïðîïîðöèÿõ, ÷òîáû öåíû âñåõ ïóòåé â íàáîðå â òî÷íîñòè óðàâíÿëèñü. Åñëè ìèíèìàëü-
íàÿ è ìàêñèìàëüíàÿ öåíû ïóòåé â íàáîðå ìàëî îòëè÷àþòñÿ, òî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ê
ðàâíîâåñèþ çíà÷åíèå λ íóæíî âûáèðàòü ìàëûì. Áîëüøåå çíà÷åíèå λ òîëüêî îòäàëèò
ðàñïðåäåëåíèå äàííîé êîððåñïîíäåíöèè îò ðàâíîâåñèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ðàííèõ
ñòàäèÿõ àëãîðèòìà â ñèëó ñëó÷àéíûõ ïðè÷èí íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî êîððåñïîíäåí-
öèé ¾îòñòàëî¿ îò îñíîâíîé ìàññû êîððåñïîíäåíöèé ïî ñõîäèìîñòè ê ðàâíîâåñèþ.
Äëÿ ýòèõ êîððåñïîíäåíöèé òðåáóåòñÿ ïåðåðàñïðåäåëèòü ñóùåñòâåííî á�îëüøóþ äî-
ëþ λ. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå λ âûáèðàåòñÿ êàê ñðåäíåå (â íåêîòîðîì ñìûñëå) äëÿ âñåõ
êîððåñïîíäåíöèé, îíî áóäåò âûáðàíî ìàëûì. Â ðåçóëüòàòå îñíîâíàÿ ÷àñòü êîððåñïîí-
äåíöèé åùå áîëåå ïðèáëèçèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ, â òî âðåìÿ êàê ¾îòñòàâàíèå¿ íåáîëüøîé
èõ ÷àñòè ñîõðàíèòñÿ. Ïðè ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ çíà÷åíèå λ, äèêòóåìîå îñíîâíîé
÷àñòüþ êîððåñïîíäåíöèé, áóäåò ñòàíîâèòüñÿ âñå ìåíüøå è ìåíüøå, òàê ÷òî îòäåëüíûå
¾çàñòðÿâøèå¿ êîððåñïîíäåíöèè òàê è îñòàíóòñÿ íåïåðåðàñïðåäåëåííûìè.

Â ïðàêòèêå ìîäåëèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíîé ñåòè Ìîñêîâñêîé àãëîìåðàöèè àâòîð
ñòîëêíóëñÿ ñ ïðîÿâëåíèÿìè ýôôåêòà ¾çàñòðÿâøèõ ïîòîêîâ¿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà
äóã òðàíñïîðòíîãî ãðàôà äî 30-50 òûñÿ÷ ïðè ÷èñëå ðàéîíîâ ïðèáûòèÿ-îòïðàâëåíèÿ
ïîðÿäêà 1500. Îá àíàëîãè÷íûõ ïðîáëåìàõ ñîîáùàåòñÿ â çàðóáåæíîé íàó÷íîé ïå÷à-
òè [6, 7].

4. Äðóãèå àëãîðèòìû ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ðàçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû ïîèñêà ðàâíîâåñíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñâîáîäíûå îò óêàçàííûõ âûøå íåäîñòàòêîâ àëãîðèòìà Ôðàíêå-
Âóëüôà [8, 9, 10]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòå ñ êîððåñïîíäåíöè-
ÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñâîåâðåìåííî ïåðåðàñïðåäåëÿòü îòäåëüíûå ¾çàñòðÿâøèå ïîòîêè¿.
Ðàçóìååòñÿ, ïåðåðàñïðåäåëåíèå îäíîé êîððåñïîíäåíöèè ñðåäè àëüòåðíàòèâíûõ ïóòåé
èçìåíÿåò öåíû äóã è êîñâåííî âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå äðóãèõ êîððåñïîíäåíöèé, èñ-
ïîëüçóþùèõ òå æå äóãè. Îòñþäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ìíîãîêðàòíîì ïðîõîäå
âñåãî ìàññèâà êîððåñïîíäåíöèé äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà ñõåìà ïðîñòîãî àëãîðèòìà òàêîãî òèïà, èñïîëüçîâàííîãî äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîñêîâñêîé àãëîìåðàöèè. Àëãîðèòì ìîæåò áûòü íàçâàí ¾áàëàíñè-
ðîâêîé ïî ïóòÿì¿. Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè êàæäàÿ êîððåñïîíäåíöèÿ ðàñïðåäåëåíà ñðåäè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà àëü-
òåðíàòèâíûõ ïóòåé, ïðè÷åì ýòî êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ êîð-
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ðåñïîíäåíöèé è çàðàíåå íå èçâåñòíî. Åñëè ôèêñèðîâàòü íåêîòîðûå íàáîðû ïóòåé
ìåæäó âñåìè ïàðàìè ðàéîíîâ, òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ
¾â óçêîì ñìûñëå¿: íàéòè ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî
äëÿ ïåðåäâèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïóòè èç ôèêñèðîâàííûõ íàáîðîâ è íèêàêèå
äðóãèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â ýòè íàáîðû âêëþ÷åíû âñå ïóòè, èñïîëüçóåìûå ïðè íà-
ñòîÿùåì ðàâíîâåñíîì ðàñïðåäåëåíèè, òî ðàâíîâåñèå ¾â óçêîì ñìûñëå¿ ñîâïàäàåò ñ
ðàâíîâåñèåì â îáû÷íîì ñìûñëå.

Áóäåì íàçûâàòü ôèêñèðîâàííûé íàáîð ïóòåé ìåæäó ïàðîé ðàéîíîâ ¾ïó÷êîì¿
ïóòåé. Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ïó÷êè, ñîñòîÿùèå âñåãî èç
îäíîãî ïóòè � îïòèìàëüíîãî ïóòè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðîé ðàéîíîâ, ðàññ÷è-
òàííîãî ïî ïóñòîé ñåòè. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïó÷êè ïîïîëíÿþòñÿ íîâûìè
ïóòÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñèÿ ¾â óçêîì ñìûñ-
ëå¿ äëÿ èìåþùèõñÿ ïó÷êîâ (íà ïåðâîì øàãå ýòà çàäà÷à òðèâèàëüíà). Ïîñëå ýòîãî
êàæäûé ïó÷îê ïîïîëíÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïóòåì, ðàññ÷èòàííûì ïðè ñëîæèâøåéñÿ
çàãðóçêå äóã ñåòè. Ðàçóìååòñÿ, â êà÷åñòâå ¾íîâîãî¿ ìîæåò âûñòóïàòü îäèí èç ðà-
íåå ïîëó÷åííûõ ïóòåé. Ôàêòè÷åñêè àëãîðèòì çàêîí÷èò ñâîþ ðàáîòó, êîãäà íè îäèí
ïî-íàñòîÿùåìó íîâûé ïóòü íå áóäåò íàéäåí.

Ðàâíîâåñèå ¾â óçêîì ñìûñëå¿ íàõîäèòñÿ òàê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kpq ïó÷îê ïóòåé èç
ðàéîíà p â ðàéîí q. Â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ öåíû èñïîëüçóåìûõ ïóòåé â ïó÷êå ðàâíû
ìåæäó ñîáîé, à öåíû íå èñïîëüçóåìûõ ïóòåé âûøå. Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, íà-
çîâåì ïó÷îê ñáàëàíñèðîâàííûì. Çàôèêñèðóåì ðàñïðåäåëåíèå âñåõ îñòàëüíûõ êîððå-
ñïîíäåíöèé è áóäåì âàðüèðîâàòü òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèè fpq ìåæäó
ïóòÿìè ïó÷êà Kpq . Îïðåäåëèì ñàìûé êîðîòêèé è ñàìûé äëèííûé (â ñìûñëå öåíû)
ïóòè â ïó÷êå kmin è kmax. Åñëè íà÷àòü ïåðåíîñèòü ÷àñòü êîððåñïîíäåíöèè ñ kmax íà
kmin, òî èõ öåíû ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ çàãðóçêè áóäóò ñáëèæàòüñÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà: ëèáî ìîæíî ïîäîáðàòü ñîîòíîøåíèå äîëåé, ïðè êîòîðîì öåíû ñòàíóò
ðàâíûìè, ëèáî âñÿ äîëÿ êîððåñïîíäåíöèè ñ kmax ïåðåéäåò íà kmin è äëèííûé ïóòü
íå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ. Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèå kmin, kmax â èòåðàòèâíîì ðåæèìå,
ìîæíî ñáàëàíñèðîâàòü ïó÷îê Kpq ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Ïðîõîäÿ â öèêëå âñå ïàðû ðàéîíîâ, ìîæíî ñáàëàíñèðîâàòü âñå ïó÷êè. Îäíàêî â
ñèëó òîãî, ÷òî ïóòè èç ðàçíûõ ïó÷êîâ ìîãóò èñïîëüçîâàòü îäíè è òå æå äóãè, áàëàí-
ñèðîâêà î÷åðåäíîãî ïó÷êà â öèêëå áóäåò ¾ïîðòèòü¿ áàëàíñèðîâêó óæå ïðîéäåííûõ
ïó÷êîâ. Ýòî äåëàåò íåîáõîäèìûì ìíîãîêðàòíûé ïðîõîä öèêëà ïî âñåì ïàðàì ðàéîíîâ
(¾áîëüøèå¿ èòåðàöèè íà ðèñ. 3).

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì íàõîäèò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ, õîòÿ îíî, ðàçóìååòñÿ, íå áóäåò òî÷íûì, ïîñêîëüêó áàëàíñèðîâêà ïó÷êîâ
íà êàæäîì øàãå âåäåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîé êîíå÷íîé òî÷íîñòè.

Ñîãëàñíî óñòàíîâèâøåéñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû òåðìèíîëîãèè àëãîðèòìû ïîèñêà ðàâ-
íîâåñèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà ¾äóãîâûå¿ (link-based), ò.å. îñíî-
âàííûå íà ðàáîòå ñ ïîòîêàìè ïî äóãàì, è ¾ìàðøðóòíûå¿ (route-based), ðàáîòàþùèå
ñ ïîòîêàìè ïî âñåì ïóòÿì (èëè ìàðøðóòàì) â ñåòè. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì äóãîâî-
ãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Ôðàíêå-Âóëüôà, ìàðøðóòíîãî òèïà � èçëîæåííûé
âûøå àëãîðèòì áàëàíñèðîâêè ïî ïóòÿì. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ìàðøðóòíûõ àë-
ãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå ïîâûøåíèå ðàâíîìåðíîñòè ñõîäèìîñòè ïîòîêîâ íà
äóãàõ, â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå ïðîáëåìû ¾çàñòðåâàþùèõ ïîòîêîâ¿. Îäíàêî ýòî äîñòèãà-
åòñÿ çà ñ÷åò êàðäèíàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ íåîáõîäèìîãî îáúåìà êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè.

6



Ôîðìèðîâàíèå íà÷àëüíûõ ïó÷êîâ ïóòåé
Ïîèñê ðàâíîâåñèÿ ¾â óçêîì ñìûñëå¿

¾Áîëüøèå¿ èòåðàöèè

Öèêë ïî âñåì ïàðàì ðàéîíîâ p, q

Âûðàâíèâàíèå öåí ïó÷êà ïóòåé Kpq
kmax, kmin ∈ Kpq, ukmaxpq → ukminpq

Êîíåö ¾áîëüøèõ¿ èòåðàöèé: âñå ïó÷êè ñáàëàíñèðîâàíû

Äîáàâëåíèå íîâûõ îïòèìàëüíûõ ïóòåé â ïó÷êè
Êîíåö àëãîðèòìà: íîâûõ ïóòåé íå äîáàâëåíî

Ðèñ. 3. Àëãîðèòì áàëàíñèðîâêè ïî ïóòÿì.

Ðå÷ü èäåò äàæå íå î ôèçè÷åñêîé åìêîñòè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Ïðè ïîïûòêå ìîäåëè-
ðîâàíèÿ î÷åíü áîëüøèõ ñåòåé ñòàëêèâàþòñÿ ñ ïðèíöèïèàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà
ðàçìåð âèðòóàëüíîãî àäðåñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîãðàììû â 32-áèòíîé îïåðàöèîííîé
ñèñòåìå, ò.å. ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ ïåðåõîä ê 64-áèòíîé ñèñòåìå.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé
Bar-Gera [10]. Ýòîò ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷òî ñðåäíåå ìåæäó äóãîâûì è ìàðø-
ðóòíûì ïîäõîäàìè. Îñíîâíîé èäååé ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷åíèå íà êàæäîé äóãå ïðåäñòà-
âèòåëåé êîððåñïîíäåíöèé, äâèãàþùèõñÿ èç îáùåãî ðàéîíà îòïðàâëåíèÿ, áåç ðàçëè-
÷åíèÿ ðàéîíîâ ïðèáûòèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ïîòîêîâ íà äóãàõ ua èëè ïóòÿõ ukpq

â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ ïîòîêè èç ¾îáùåãî èñòî÷íèêà¿
(origin-based) uap, ãäå a � íîìåð äóãè, p � íîìåð ðàéîíà îòïðàâëåíèÿ. Î÷åâèäíî,
ýòîò ìàññèâ ñóùåñòâåííî (â êîëè÷åñòâî ðàç ïîðÿäêà ÷èñëà ðàéîíîâ) ìåíüøå ìàñ-
ñèâà ïîòîêîâ ïî ïóòÿì è ìîæåò ïîìåùàòüñÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü. Âìåñòå ñ òåì
îí ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî èíäèâèäóàëüíî ðàáîòàòü ñ êîððåñïîíäåíöèÿìè îò ðàçíûõ
ðàéîíîâ. Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìóþ
ðàâíîìåðíîñòü ñõîäèìîñòè è ðåøàåò ïðîáëåìó ¾çàñòðÿâøèõ ïîòîêîâ¿.

5. Íååäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ýíòðîïèÿ

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî â ðàçäåëå 2, óñëîâèå Âàðäðóïà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
çíà÷åíèÿ ñóììàðíûõ ïîòîêîâ íà âñåõ äóãàõ ñåòè ua. Ýòî ñëåäóåò èç âèäà öåëåâîé
ôóíêöèè (1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè öåíû äóã ca(ua) ÿâëÿþòñÿ âîçðàñòàþùèìè ôóíê-
öèÿìè ïîòîêîâ, òî èíòåãðàëû â (1) � âûïóêëûå ôóíêöèè îò ua, ïîýòîìó ðàâíîâåñíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî êàê òî÷êà ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè
ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îäíàêî ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì â ñåòè. Ïðè÷èíà ýòîé
íååäèíñòâåííîñòè íàãëÿäíî ïîêàçàíà íà ïðîñòîì ïðèìåðå íà ðèñ. 4.

Ïóñòü äâà ðàéîíà A è B ñîåäèíåíû äâóìÿ ïàðàìè èäåíòè÷íûõ ïóòåé ñ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ïîñåðåäèíå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííàÿ êîð-
ðåñïîíäåíöèÿ èç ðàéîíà A â ðàéîí B. ßñíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ðàâíîâåñèÿ çàãðóçêè âñåõ
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Ðèñ. 4. Íååäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

ïîêàçàííûõ äîðîã äîëæíû áûòü ðàâíû, ò.å. â îáåèõ òî÷êàõ ðàçâèëêè êîððåñïîíäåí-
öèÿ äîëæíà äåëèòüñÿ ïîïîëàì. Ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 ðàçíûõ ïóòè èç A â B. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèè ïî ýòèì ïó-
òÿì, ïðè êîòîðûõ êîððåñïîíäåíöèÿ íà îáåèõ ðàçâèëêàõ äåëèòñÿ ïîïîëàì. À èìåííî,
ïóñòü x � ýòî äîëÿ âîäèòåëåé, èçáðàâøèõ íà îáåèõ ðàçâèëêàõ ëåâûé ïóòü. Êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñóíêå, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè 0 6 x 6 0.5 ìû ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå ïî
÷åòûðåì ïóòÿì, ïîðîæäàþùåå ðàâíîâåñíóþ çàãðóçêó. Ðàçëè÷èå ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé
ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ñêîëüêî âîäèòåëåé èç ÷èñëà âûáðàâøèõ ëåâûé ïóòü íà ïåðâîé
ðàçâèëêå ïðèìåò òàêîå æå ðåøåíèå íà âòîðîé ðàçâèëêå.

Â ðåàëüíîé ñåòè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðàéîíîâ ñèòóàöèÿ áîëåå çàïóòàííàÿ,
îäíàêî ïðèðîäà íåîäíîçíà÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïóòÿì îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê
â ýòîì ïðèìåðå. Â ñåòè ïðèñóòñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäîáíûõ ðàçâèëîê, ïðè
ýòîì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíöèïà ðàâíîâåñèÿ âàæíû òîëüêî îáùèå îáúåìû ïîòîêîâ
ïî äóãàì. Ïðè ñîáëþäåíèè íóæíûõ îáùèõ îáúåìîâ ñîâåðøåííî íå âàæíî, èç êàêèõ
èìåííî âîäèòåëåé ñîñòàâëÿþòñÿ ýòè ïîòîêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî óñëîâèå Âàðäðóïà íå îïðåäåëÿåò
îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì. Íà ñàìîì äåëå, êàæäîìó âîç-
ìîæíîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïîòîêîâ ïî äóãàì ua ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîìåðíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé ïî ïóòÿì ukpq. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîððåêòíîé ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü êàêèå-
òî ïðåäïîëîæåíèÿ, äîïîëíèòåëüíûå ê óñëîâèþ Âàðäðóïà.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ âîïðîñà. Ðàñ-
ñìîòðèì êàêóþ-ëèáî ïàðó ðàéîíîâ p, q, ñîåäèíåííûõ ïó÷êîì ïóòåé Kpq. Ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî âîäèòåëè (ïðåäñòàâèòåëè êîððåñïîíäåíöèè fpq) âûáèðàþò îäèí èç ïó-
òåé k ∈ Kpq ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Åñëè çàäàòü çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè
âûáîðà òîãî èëè èíîãî ïóòè, òî íåñëîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè òîãî
èëè èíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèè fpq ïî ïóòÿì. Â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ
ðàâíîâåñèÿ öåíû âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïóòåé ðàâíû, è ïîýòîìó ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî
êàæäûé âîäèòåëü âûáèðàåò ëþáîé èç èñïîëüçóåìûõ ïóòåé ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíî-
ñòüþ.

Â òåðìèíàõ ìàêðîñèñòåìíîãî ïîäõîäà [11] ýòó ñèòóàöèþ ìîæíî îïèñàòü òàê. Âî-
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äèòåëè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàêðîñèñòåìû, ïðè ýòîì âûáîð òîãî èëè èíîãî ïóòè
îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ýëåìåíòà. Ìèêðîñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíî-
ñòüþ ñîñòîÿíèé ýëåìåíòîâ, ò.å. óêàçàíèåì ïóòè äëÿ êàæäîãî âîäèòåëÿ èíäèâèäóàëü-
íî. Ìàêðîñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ¾÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ¿, ò.å. îáùèì êîëè÷åñòâîì
ýëåìåíòîâ â òîì èëè èíîì ñîñòîÿíèè. Â íàøåì ñëó÷àå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ � ýòî ïî-
òîêè íà ïóòÿõ ukpq. Òàêèì îáðàçîì, ðàçíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïó-
òÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ìàêðîñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Êàæäîå ìàêðîñîñòîÿíèå ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíî ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ìèêðîñîñòîÿíèé, ÷òî îïðåäåëÿåò åãî
¾ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ¿. Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ è ÷èñëî ñîñòîÿíèé êî-
íå÷íû, ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ìàêðîñîñòîÿíèé ïðîñòî ïðîïîðöèîíàëüíû âåðîÿòíîñòÿì
èõ ðåàëèçàöèè.

Åñëè ñåòü íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè è èçâåñòåí íàáîð ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé ïîòî-
êîâ íà äóãàõ u∗a, òî ýòî íàêëàäûâàåò ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
ukpq (ñì. îãðàíè÷åíèÿ (2)). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â ðåàëüíîñòè äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ
ñîñòîÿíèå ñ íàèáîëüøèì ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì, ïðèõîäèì ê ìîäåëè ìàêñèìèçàöèè
ýíòðîïèè (ëîãàðèôìà ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà) ñèñòåìû. Ýíòðîïèéíàÿ ìîäåëü ðàâíî-
âåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå [12]:

(3)
∑
p,q

∑

k∈Kpq

(
ukpq ln

(
ukpq

fpq

)
− ukpq

)
→ max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(4)

u∗a =
∑
p,q

∑

k∈Kpq,a∈k

ukpq,

Fpq =
∑

k∈Kpq

ukpq,

ukpq > 0.

Â ñâÿçè ñ èçëîæåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñðàâíèòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî
ïóòÿì, âîçíèêàþùèå ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà Ôðàíêå-Âóëüôà è ìàðøðóòíûõ àë-
ãîðèòìîâ. Ðàáîòà ýòèõ àëãîðèòìîâ ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà íà ðèñ. 5. Ïðîñòðàíñòâî
âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïîòîêîâ íà äóãàõ ua ïðåäñòàâëåíî â âèäå îäíîìåð-
íîé ëèíèè. Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà u∗a, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðàâíîâåñíàì ïîòîêàì. Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî ïóòÿì
ukpq îêàçûâàåòñÿ ðàññëîåííûì íà ïîäïðîñòðàíñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó íàáîðó ua. Â êàæäîì èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ èìååòñÿ
íàèáîëåå âåðîÿòíîå (ìàêñèìèçèðóþùåå ýíòðîïèþ) ðàñïðåäåëåíèå u∗kpq. Àëãîðèòìû
ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ îáû÷íî íà÷èíàþò ðàáîòó ñ ðàñïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî
îïòèìàëüíûì ïóòÿì, âû÷èñëåííûì ïî ñâîáîäíîé ñåòè. Äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðà-
òèâíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå êîððåñïîíäåíöèé ìåæäó ïóòÿìè. Ëîãèêà ýòîãî ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îñíîâàíà íà ñòðåìëåíèè ïðèâåñòè òî÷êó ua ê òî÷êå ðàâíîâåñèÿ u∗a. Ïðè
ýòîì ñîâåðøåííî íå ó÷èòûâàåòñÿ ñòåïåíü áëèçîñòè ukpq ê u∗kpq. Âñëåäñòâèå ýòîãî îò-
êëîíåíèå èòîãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïóòÿì îò íàèáîëåå âåðîÿòíîãî äëÿ âñåõ ýòèõ
àëãîðèòìîâ âûãëÿäèò ïðîèçâîëüíûì è ñäåëàòü òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûå âûâîäû
òðóäíî.
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Ðèñ. 5. Ñîïîñòàâëåíèå ðàçíûõ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ.

Îäíàêî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî àëãîðèòì Ôðàíêå-
Âóëüôà ÷àñòî äàåò ðàñïðåäåëåíèå ïî ïóòÿì, áîëåå áëèçêîå ê u∗kpq, ÷åì ìàðøðóòíûé
àëãîðèòì. Â ÷àñòíîñòè, â ìàðøðóòíîì àëãîðèòìå ðåçêî ñíèæàåòñÿ ðàñùåïëåíèå êîð-
ðåñïîíäåíöèé ïî ðàçíûì ïóòÿì, òî åñòü àëãîðèòì ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñ-
ëî ðàçíûõ ïóòåé. Òàêèå æå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [13] ïðè ñðàâíåíèè àëãîðèòìà
Ôðàíêå-Âóëüôà ñ àëãîðèòìîì, èñïîëüçóþùèì ïîòîêè èç îáùåãî èñòî÷íèêà. Âîçíè-
êàåò âûâîä, çâó÷àùèé, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåñêîëüêî ïàðàäîêñàëüíî: ìàðøðóòíûå
àëãîðèòìû ïî ñðàâíåíèþ ñ äóãîâûìè îáåñïå÷èâàþò ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü íà äóãàõ, íî
èìåþò òåíäåíöèþ ïðèâîäèòü ê ¾õóäøåìó¿ ðàñïðåäåëåíèþ ïî ìàðøðóòàì (ïóòÿì).

Ïî ìíåíèþ àâòîðà äàííîé ñòàòüè, äàííûå íàáëþäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòèâ-
íîé òåíäåíöèè è èìåþò ñëåäóþùåå (íåñòðîãîå) îáúÿñíåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå ïî ïóòÿì,
ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìóìó ýíòðîïèè, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ¾ñëó÷àéíûì¿ ñðåäè âñåõ
âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â òî âðåìÿ êàê äóãîâîé àëãîðèòì ïî îïðåäåëåíèþ íèêàê
íå èñïîëüçóåò èíôîðìàöèþ î ïîòîêàõ íà îòäåëüíûõ ïóòÿõ, ìàðøðóòíûé àëãîðèòì
ðàáîòàåò ñ ïóòÿìè èíäèâèäóàëüíî. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñòàíî-
âèòñÿ áîëåå ¾ñïåöèàëüíûì¿ è â ìåíüøåé ñòåïåíè ¾ñëó÷àéíûì¿.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ðàâíîâåñèÿ â òðàíñïîðòíîé ñåòè ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàãðóçêè òðàíñïîðòíûõ ñåòåé. Â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ
òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ìîæíî âûäåëèòü äâà óðîâíÿ: ðàñ÷åò ïîòîêîâ íà äóãàõ ñåòè, ò.å.
ðàñ÷åò çàãðóçêè ñåòè, à òàêæå ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì
â ñåòè, êîòîðîå ïîðîæäàåò ýòó çàãðóçêó. Ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò
ïîòîêè íà äóãàõ ñåòè, íî îñòàâëÿåò áîëüøîé ïðîèçâîë â âûáîðå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïó-
òÿì. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé íåîïðåäåëåííîñòè ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ìîæíî äîïîëíèòü
ïðèíöèïîì ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè, ïîçâîëÿþùèì ðàññ÷èòàòü íàèáîëåå âåðîÿòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïî ïóòÿì ïðè èçâåñòíûõ ïîòîêàõ íà äóãàõ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì àëãîðèòìîì ïîèñêà ðàâíîâåñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ñåðåäèíû 70-õ ã. ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ôðàíêå-Âóëüôà. Îäíàêî ïðè åãî ïðèìåíåíèè ê î÷åíü
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áîëüøèì ñåòÿì âîçíèêàþò ïðîáëåìû íåðàâíîìåðíîñòè ñõîäèìîñòè è ¾çàñòðåâàþùèõ
ïîòîêîâ¿. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷èëè ðàçâèòèå àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå áîëåå èíäè-
âèäóàëüíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì îòäåëüíûõ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì. Ýòè àëãîðèòìû
ïîçâîëÿþò óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü ïîòîêîâ íà äóãàõ, îäíàêî ïîëó÷åííûå ñ èõ èñïîëü-
çîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ äàëåêè îò ðàñïðåäåëåíèé ñ ìàêñèìàëüíîé ýíòðîïèåé.

Êîððåêòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è â ïåðñïåêòèâå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèå ðàñ÷åòà
ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé ïîòîêîâ íà äóãàõ îäíèì èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ñ ðàñ÷åòîì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîððåñïîíäåíöèé ïî ïóòÿì ìåòîäîì ìàêñèìèçàöèè ýíòðîïèè, õîòÿ òàêîé
ïîäõîä ñîïðÿæåí ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè â ñâÿçè ñ áîëü-
øîé ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷.
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