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1 Ìíîãîóãîëüíèê â îêðóæíîñòè

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïóêëûé n-óãîëüíèê ñ âåðøèíàìè, ñëó÷àéíî ðàñïî-

ëîæåííûìè íà îêðóæíîñòè, ñîäåðæèò åå öåíòð?

Èñòî÷íèê: Æóðíàë ¾Êâàíò¿, ÿíâàðü 1991 ãîäà, ñòàòüÿ ¾Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðî-

ÿòíîñòè¿,

http: // kvant. mccme. ru/ 1991/ 01/ geometricheskie_ veroyatnosti. htm

2 Äëèíà ñåêóùèõ

Íàéòè ñðåäíþþ äëèíó ñåêóùèõ òðåõìåðíîãî êóáà - ëåæàùèõ âíóòðè êóáà îòðåçêîâ

ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòîò êóá. Ðåáðî êóáà ðàâíî 1.

3 Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn ñ åâêëèäîâîé íîðìîé çàäàí n-ìåðíûé øàð åäèíè÷íîãî

ðàäèóñà. Âíóòðè íåãî èìåþòñÿ äâå ñëó÷àéíûå òî÷êè ñ ðàäèóñ-âåêòîðàìè r1 è r2
ñîîòâåòñòâåííî, èìåþùèå ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âíóòðè øà-

ðà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÿâëÿþùåéñÿ ñðåäíèì ðàññòîÿíèåì

ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òî÷êàìè r = |r1 − r2|.
Èñòî÷íèê: Ì. Êåíäàëë, Ï. Ìîðàí, Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

https: // docs. google. com/ open? id= 0B1ptvF0qUV6hRUVlZlJCaTZWdms

4 Ïàðàäîêñ Îëüáåðñà

Ðàññìîòðèì çâåçäû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâûøàþùåì R îò íàáëþäà-

òåëÿ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå çâåçäû èìåþò îäèíàêîâûé äèàìåòð δ
è ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ êîëè÷åñòâîì çâåçä λ íà åäèíèöó

îáúåìà. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè R→∞ ëþáîé ó÷àñòîê íåáà áóäåò ïîëíîñòüþ ñâåòÿùèìñÿ.

Ïðèìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè òàêîå íå íàáëþäàåòñÿ, ïîñêîëüêó â ñâÿçè ñ

êîíå÷íûì âîçðàñòîì Âñåëåííîé t = 14 · 109ëåò åå íàáëþäàåìûé ðàäèóñ ct êîíå÷åí.
Èñòî÷íèê: Ì. Êåíäàëë, Ï. Ìîðàí, Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.
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https: // docs. google. com/ open? id= 0B1ptvF0qUV6hRUVlZlJCaTZWdms

5 Ôîðìóëà Êðîôòîíà

Ïóñòü N òî÷åê íåçàâèñèìî ðàñïðåäåëåíû â îáëàñòè D n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

P - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ôèãóðà F , îáðàçîâàííàÿ N òî÷êàìè, îáëàäàåò îïðå-

äåëåííûì ñâîéñòâîì, îïðåäåëÿåìûì òàê, ÷òî îíî çàâèñèò òîëüêî îò âçàèìíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê, V = m(D) - ëåáåãîâà ìåðà îáëàñòè D, P1 - âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî F îáëàäàåò òðåáóåìûì ñâîéñòâîì äëÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê â îáëàñòè D1 ⊃ D.
Òîãäà äëÿ ìàëûõ ïðèðàùåíèé δV

δP = N (P1 − P )V −1δV

Èñòî÷íèê: Ì. Êåíäàëë, Ï. Ìîðàí, Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

https: // docs. google. com/ open? id= 0B1ptvF0qUV6hRUVlZlJCaTZWdms

6 Ñëó÷àéíûå âðàùåíèÿ

Ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå âðàùåíèå âåêòîðà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàí-

ñòâå ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ íà íåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî ñëó÷àéíîé

ìàòðèöåé A ∈ SO (n): ω ∈ SO (n) ñëó÷àéíûå ìàòðèöû A è ωTAω èìåþò îäèíàêî-

âóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

7 Òåîðåìà Äâîðåöêîãî

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è k ∈ N ñóùåñòâóåò N = N (k, ε) < exp
(
C log 1ε

ε2
k
)
,

òàêîå, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (x, ||.||), òàêîå, ÷òî dimX >
N , ñóùåñòâóåò k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E, ÿâëÿþùååòñÿ ε-åâêëèäîâûì, ò.å. â
íåì ñóùåñòâóåò òàêàÿ åâêëèäîâà íîðìà |.|, ÷òî ||x|| ≤ |x| ≤ (1 + ε) ||x|| äëÿ âñåõ

x ∈ E.
Èñòî÷íèê: Â. Ä. Ìèëüìàí, Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû À. Äâîðåöêîãî î

ñå÷åíèÿõ âûïóêëûõ òåë, Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, ò.5, âûï.4,

1971

http: // www. mathnet. ru/ links/ 1aa4d451927dd19a0bd844b8c7b42b7c/ faa2613.

pdf

8 Áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå X = (X1 (t) , X2 (t)) íà R2, X (0) = 0.
Ïóñòü S (t) � ñëó÷àéíàÿ ïëîùàäü, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó áðîóíîâñêîé òðàåêòîðèåé è

îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì åå íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ S (t)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî E

(
eiξS(t)

)
= 1

cosh ξt
2

, ξ ∈ R.
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Óêàçàíèèå: ñì. Âàòàíàáý Ñ., Èêýäà Í., Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ è äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, ãëàâà VI

Èñòî÷íèê: Âàòàíàáý Ñ., Èêýäà Í., Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ è äèôôóçèîííûå ïðîöåññû, ãëàâà VI,

https: // docs. google. com/ open? id= 0B1ptvF0qUV6hWWE2VlZYQlRmYms

9 Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà

Ïóñòü X = {−N,−N + 1, ..., N − 1, N}, è íà ýòîì ìíîæåñòâå çàäàíû ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà

p (k, k) = 1/2, p (k, k + 1) = 1/4− k/4N, p (k, k − 1) = 1/4 + k/4N.

Íàéòè êðèâèçíó Ðè÷÷è κ (x, y), ãäå x è y � ïðîèçâîëüíûå äâå ñîñåäíèå òî÷êè.

Óêàçàíèå: ñì. Yann Ollivier, Ricci curvature of Markov chains on metric spaces

Èñòî÷íèê: Yann Ollivier, Ricci curvature of Markov chains on metric spaces,

http: // www. yann-ollivier. org/ rech/ publs/ curvmarkov. pdf
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