
Çàäà÷è äîìàøíåãî ýêçàìåíà: 27 àïðåëÿ � 18 ìàÿ 2012 ãîäà.

×åðåç D îáîçíà÷åíà àëãåáðà C[x, ∂x]; Bn :=span⟨xi∂j
x⟩i+j≤n.

Çàäà÷à 1. Ïócòü íà D-ìîäóëå M çàäàíà èñ÷åðïûâàþùàÿ ôèëüòðàöèÿ {Mi}i∈Z≥0
òàêàÿ, ÷òî

1) BnMi ⊂ Mi+n äëÿ âñÿêèõ i, n,
2) äëÿ êàêèõ-òî c1, c2 ∈ R è âñÿêîãî n ≥ 0 âåðíî, ÷òî dimMn ≤ c1n+ c2.
Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ìîäóëü M êîíå÷íîïîðîæä¼í, ãîëîíîìåí è |V(M)| ≤ c1.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü p(x) ∈ C[x] � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð D(x, λ), ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïî λ è x êîýôôèöèåíòàìè, è ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí b(λ), äëÿ
êîòîðûõ

D(x, λ)pλ = b(λ)pλ−1.

Òàêîé ìíîãî÷ëåí b(λ) íàèìåíüøåé íåíóëåâîé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà ìíîãî÷ëå-
íà p(x).

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå ïîëèíîì Áåðíøòåéíà äëÿ p(x) = x, x2, x2 − 1.

Ïóñòü M1,M2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ ãîëîíîìíûõ D-ìîäóëÿ. Ïðîñòðàíñòâî

M1 ⊗C[x] M2.

èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó C[x]-ìîäóëÿ è íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé D-ìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà
Ëåéáíèöà.

∂x(m1 ⊗m2) = (∂xm1)⊗m2 +m1 ⊗ (∂xm2).

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðüòå, èñïîëüçóÿ çàäà÷ó 1 (ìîæíî å¼ íå äîêàçûâàòü!!!), ÷òî M1 ⊗C[x] M2 � êîíå÷íîïî-
ðîæä¼ííûé ãîëîíîìíûé D-ìîäóëü.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü M � ïðîñòîé C[x, 1
x , ∂x]-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî M êîíå÷íîïîðîæä¼í è ãîëîíîìåí

êàê C[x, ∂x]-ìîäóëü.

Äëÿ âñÿêîãî b ∈ D ïîëîæèì D/b := D/(·b).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü Bn :=span{xi∂j
x}i+j≤n è b ∈ Bn � îáùèé ýëåìåíò, D/b := D/(·b).

à) Êàêèå îñîáûå òî÷êè èìååò D-ìîäóëü D/b?
á) Êàêîâà äèàãðàììà Íüþòîíà D/b â ýòèõ òî÷êàõ? Êàêîâû å¼ èçëîìû?
â) Îïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå C[∂x, xQ)-ìîäóëè.

Çàäà÷à 7. Èçîìîðôíû ëè D-ìîäóëè D/b è D/b′ äëÿ îáùèõ b, b′ ∈ Bn?

Çàäà÷à 8. Ïóñòü M1, M2 � äâà C[∂x, xQ)-ìîäóëÿ, êîíå÷íîìåðíûõ êàê C[xQ)-ìîäóëè. Êàê ïî ãëàâíûì
÷àñòÿì M1,M2 íàéòè ãëàâíûå ÷àñòè M1 ⊗C[xQ) M2?

Çàäà÷à 9. Ïóñòü M1, M2 � äâà D-ìîäóëÿ ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ïîêàæèòå, ÷òî M1 ⊗C[x] M2

òàêæå ÿâëÿåòñÿ D-ìîäóëåì ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè.

Çàäà÷à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî êîãîìîëîãèè ÷åõà Hi(U,OU ) ïó÷êà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé OU íà îòêðû-
òîì ïîäìíîæåñòâå U ⊂ Cn ÿâëÿþòñÿ ãîëîíîìíûìè D(Cn)-ìîäóëÿìè ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè,
íîñèòåëè êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû âíå U .

Óäà÷è!

P.S. Â ðåøåíèè çàäà÷ ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü ìîæåò îêàçàòü êàê ìàòåðèàë ëåêöèé, òàê è êíèæêà
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