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Ýêñòðåìóì ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è ôóíêöèîíàëüíàÿ
íåçàâèñèìîñòü

1. Ïóñòü df(x) = 0. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ f(x) èìåòü ýêñòðåìóì â òî÷êå x = (x1, . . . , xm), åñëè

ãåññèàí Hf (x) =
(

∂2f
∂xi∂xj

)
ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ?

2. Êàê èçìåíÿåòñÿ ãåññèàí Hf (x) ïðè çàìåíå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò íà êðèâîëèíåéíûå?

3. Ìîæíî ëè èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ýêñòðåìóì â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïî òîìó æå

ïðàâèëó, ÷òî â äåêàðòîâûõ?

4. Íàéäèòå âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèé:

(à) f(x, y) = 3xy − x3 − y3;
(á) f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 − y2).
Äëÿ êàæäîé èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îïðåäåëèòå, ê êàêîìó òèïó îíà îòíîñèòñÿ (ëîêàëüíûé

ìèíèìóì, ëîêàëüíûé ìàêñèìóì èëè ñåäëîâàÿ òî÷êà).

5. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ñèñòåìà ãëàäêèõ ôóíêöèé fi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . , n, îïðåäåëåííûõ

â îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0 = (x01, . . . , x
0
m), òàêîâà, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè

(
∂fi
∂xj

)
èìååò ðàíã n â

êàæäîé òî÷êå x ∈ U(x0), òî ñèñòåìà f1, . . . , fn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìà â U(x0).Ôóíêöèîíàëüíàÿ
íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè F � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è

F (f1(x), . . . , fn(x)) ≡ 0,

òî F (y1, . . . , ym) ≡ 0 äëÿ âñåõ x èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 = (f1(x
0), . . . , fn(x

0)).
6. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ñèñòåìà ãëàäêèõ ôóíêöèé fi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . , n òàêîâà, ÷òî

rk
(

∂fi
∂xj

)
(x) = k < n â ëþáîé òî÷êå x ∈ U(x0) íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ

îêðåñòíîñòü x0, â êîòîðîé íåêîòîðûå n− k ôóíêöèé ñèñòåìû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.

7. ßâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè ñòàíäàðòíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò

n ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = (x1, . . . , xn), åñëè âñå xi ðàçëè÷íû?
Ïóñòü f , ϕi(x), i = 1, . . . , k � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè

x0 ∈ Rn, k < n. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x0 ÿâëÿëàñü ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè f(x) ïðè óñëîâèè,

ϕi(x) = 0, i = 1, . . . , k, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ λ1, . . . , λk âûïîëíÿëèñü

óñëîâèÿ
∂L(x0)

∂xj
, j = 1, . . . , n, ϕi(x

0) = 0, i = 1, . . . , k,

ãäå ôóíêöèþ L(x) = f(x) −
∑k

i=1 λiϕi(x) íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, à ïàðàìåòðû λi �

ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Ïóñòü f(x), ϕi(x) ∈ C(2)(U(x0),R), âûïîëíåíû óñëîâèÿ, íàïèñàííûå âûøå, ðàíã ìàòðèöû

ßêîáè ñèñòåìû ϕi, (i = 1, . . . , k) â ëþáîé òî÷êå U(x0) ðàâåí k. Òîãäà, ÷òîáû x0 ÿâëÿëàñü òî÷êîé

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ∂2L
∂xi∂xj

(x0)dxidxj

áûëà ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå, çàäàííîì ñîîòíîøåíèÿìè

dϕi(x
0) = 0, i = 1, . . . , k.

8. Íàéäèòå óñëîâíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè f(x, y) îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè:

(à) f(x, y) = x2 + xy + y2, x2 + y2 = 1;
(á) f(x, y) = x/a+ y/b, x2 + y2 = r2, r > 0.
9. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè 1

96x
2 + y2 + z2 = 1 è 3x+ 4y + 12z = 238.

10. Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáúåì, êîòîðûé ìîæåò èìåòü ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, âïèñàííûé:

(à) â ïîëóñôåðó ðàäèóñà R;
(á) â ýëëèïñîèä, ïîëóîñè êîòîðîãî ðàâíû a, b, c.
11. Ìîæåò ëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R2 → R èìåòü ðîâíî òðè êðèòè÷åñêèå òî÷êè �

òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà è ñåäëîâóþ òî÷êó?


