kOMPLEKSNYJ ANALIZ. sEMINAR 2. 18 FEWRALQ 2014 G.

1. wYTEKAET LI IZ RAWNOMERNOJ SHODIMOSTI γ_n K γ NA I, ^TO R γ_n f dz SHO-

DITSQ K R γ f dz? pOKAVITE, ^TO OTWET POLOVITELXNYJ, ESLI f ∈ O(γ(I)), I OTRICATELXNYJ, ESLI f(z) = z.

2. iNTEGRAL PO OKRUVNOSTI {|z| = 1} OT NEPRERYWNOJ R -ZNA^NOJ (C -ZNA^NOJ) FUNKCII, MODULX KOTOROJ NE PREWOSHODIT 1, SAM PO MODUL@ NE PREWOSHODIT 4 (SOOTWETSTWENNO 2π), PRI^EM “TA OCENKA NEULU^[AEMA.

3. pUSTX G ⊂ C — KRUG, POLUPLOSKOSTX ILI WSQ PLOSKOSTX, a_1, . . . , a_n ∈ G,

D := G \ {a_1, . . . , a_n}. pOKAVITE, ^TO FUNKCIQ f ∈ O(D) IMEET PERWOOBRAZNU@ W D TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WY^ETY f WO WSEH TO^KAH a_1, . . . , a_n RAWNY NUL@. w ^ASTNOSTI, 1/z NE IMEET PERWOOBRAZNOJ NA {0 < |z| < ε} NI PRI KAKOM ε > 0.

4. (A) eSLI f ∈ O(C ), TO^{f(z)}_{z2+1} IMEET PERWOOBRAZNU@ NA {|z| > 1} TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA f(i) = f(−i). (B) wYBEREM f(z) ≡ 1 I POLOVIM

g_j (z) := π 2 − Z_∞ z dζ ζ^2 + 1

, z ∈ D_j := C \ γ_j , j = 1, 2, 3, 4,

GDE γ_1 := [i, −i], DUGI EDINI^NOJ OKRUVNOSTI γ_2 I γ_3 SOEDINQ@T i S −i ^EREZ −1 I 1 SOOTWETSTWENNO, A γ_4 IDET WDOLX γ_2 OT i DO −1, PO OTREZKU OT −1 DO 1 I WDOLX γ_3 OT 1 DO i. pOKAVITE, ^TO KAVDAQ FUNKCIQ g_j (z) QWLQETSQ PERWOOBRAZ- NOJ FUNKCII^1_{z2+1} NA D_j (ZNA^IT, I NA {|z| > 1}) I KONFORMNO OTOBRAVAET D_j NA SWOJ OBRAZ. nAJDITE OBLASTI g_j (D_j ), j = 1, 2, 3, 4.

5. nAJDITE (A)

R_{2π} 0 dθ 2+cos θ , (B)

R_{2π} 0 sin nθ 5−4 sin θ dθ, n ∈ Z.

6 (PODGOTOWKA K ZADA^E 7(C) I DALXNEJ[IM). (A) pOKAVITE, ^TO ESLI f(z) NEPRERYWNA NA {Im z ¿ 0, |z| ¿ R_0} I STREMITSQ K 0 PRI |z| → ∞, TO DLQ WSEH t > 0 IMEEM R γ_R f(z)e itz dz = o(1) PRI R → ∞, GDE γ_R(θ) := Re^{iθ}, 0 6 θ 6 π.

iZWLEKITE IZ 7(A) KONTRPRIMER K “TOMU UTWERVDENI@ DLQ t < 0. (w) pUSTX f(z) NEPRERYWNA PRI 0 < |z − a| < ε I SU]ESTWUET lim_{z→a}(z − a)f(z) =: A. oRIENTIRUEM DUGU OKRUVNOSTI γ_ε(θ) := εe^{iθ}, 0 6 θ 6 π, PO WOZRASTANI@ θ. tOGDA R γ_ε f(z) dz = πiA + o(1) PRI ε → 0.

7. pRI WSEH t ∈ R NAJDITE (A)

R_∞ −∞ cos tx x4+1 dx; (B)

R_∞ −∞ e^{itx} −x2+2ix+10 dx; (C) R_∞ −∞ sin tx x dx; (D) R_∞ −∞ sin2 tx x4+a2x2 dx, a > 0. 8. nAJDITE (A)

R_∞ 0 dx x^n+1 , n = 2, 3, . . . (UKAZANIE: INTEGRIRUJTE PO GRANICE SEKTORA {0 < arg z < 2π/n, |z| < R}); (w) R_∞ 0 x^a dx x^n+1 , n = 2, 3, . . . , −1 < a < n − 1; (C) R_∞ 0 x^a dx x2+4x+8 , −1 < a < 1.

9. nAJDITE (A)

R_∞ −∞ e^{ax} dx e^x+1 , 0 < a < 1 (POSLE ^EGO ZAMENOJ e

x = y^n PROWERXTE REZULXTATY 8(A),(B)); (B)

R_∞ −∞ cos tx ch x+ch a dx, t ∈ R , a > 0; (C)

R_∞ −∞ sin tx sh x dx, t ∈ R .