kOMPLEKSNYJ ANALIZ. zADA^I K LEKCII 3. 25 FEWRALQ 2014 G.

1. wOKRUG TEOREMY aBELQ. (A) pUSTX STEPENNOJ RQD ∑_∞ n=0 a_nz^n SHODITSQ PRI z = z_0. pOKAVITE, ^TO ON SHODITSQ RAWNOMERNO NA OTREZKE [0, z_0] I, W ^ASTNOSTI, EGO SUMMA NEPRERYWNA NA “TOM OTREZKE. (w) dLQ |w| < 1 OPREDELIM arctg w KAK KONFORMNOE OTOBRAVENIE KRUGA NA POLOSU, OBRATNOE K w = tg z (SM. LISTOK 1, ZADA^A 5(s)). pOKAVITE, ^TO arctg(iw) = i(w + w^3/3 + w^5/5 + . . . ) PRI |w| < 1 I WYWEDITE OTS@DA S POMO]X@ ODNOGO WZGLQDA NA KARTINKU, ^TO ∞∑ n=0 sin(2n + 1)x 2n + 1 = π 4 (−1)^m PRI πm < x < π(m + 1), m ∈ Z.

(s) nAJDITE ∑_∞ n=0 cos(2k+1)x

2k+1 PRI x ∈ R \πZ (TUT UVE POTREBU@TSQ WY^ISLENIQ).

(D) pOKAVITE, ^TO ∑_∞ n=1 z^n/n = − ln(1−z) PRI |z| < 1, GDE ln ζ := ln |ζ|+i arg ζ, −π < arg ζ < π. nAJDITE SUMMY RQDOW ∑_∞ n=1 sin nx n I ∑_∞ n=1 cos nx n PRI x ∈ R \2πZ (S POMO]X@ PERWOGO IZ NIH aBELX OPROWERG W 1826 G. UTWERVDENIE kO[I O TOM, ^TO SUMMA SHODQ]EGOSQ RQDA NEPRERYWNYH FUNKCIJ NEPRERYWNA). wYWEDITE (w) I (s) ZANOWO. (e) sKOLXKO RAZ DIFFERENCIRUEMA FUNKCIQ f(x) = ∞∑ n=1 sin nx √ n NA INTERWALE 0 < x < 2π ?

(uKAZANIE. pROWERXTE, ^TO n^{−1/2} = C ∫_∞ 0 t^{−1/2}e^{−nt} dt DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY C > 0. pO“TOMU ∑_∞ n=1 n^{−1/2}z^n = Cz ∫_∞ 0 t^{−1/2}(e^t −z)^{−1} dt PRI |z| < 1. pOLXZUQSX TEOREMAMI mORERY (DLQ ∫_R 0 ) I wEJER[TRASSA (R → ∞), POKAVITE, ^TO PRAWAQ ^ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA GOLOMORFNA PRI z ∈ C \ [1, +∞).)

2. oSOBYE TO^KI NA GRANICE KRUGA SHODIMOSTI. pUSTX U = {|z| < R} ESTX KRUG SHODIMOSTI RQDA f(z) = ∑_∞ n=0 a_nz^n. tO^KA z_0 ∈ ∂U NAZYWAETSQ NEOSO- BOJ DLQ f, ESLI NAJDUTSQ OTKRYTYJ KRUG V S CENTROM z_0 I FUNKCIQ g ∈ O(V ) TAKIE, ^TO g = f NA V ∩ U. (A) pOKAVITE, ^TO MNOVESTWO OSOBYH TO^EK f NA ∂U WSEGDA ZAMKNUTO I NEPUSTO. (w) pRIWEDITE 4 PRIMERA, POKAZYWA@]IE, ^TO SHODIMOSTX/RASHODIMOSTX RQDA ∑_∞ n=0 a_nz^n_0 I OSOBOSTX/NEOSOBOSTX TO^KI z_0 DLQ f MOGUT SO^ETATXSQ W L@BYH KOMBINACIQH. (s) eSLI a_n ¿ 0 DLQ WSEH n, TO TO^KA z_0 = R QWLQETSQ OSOBOJ DLQ f. (D) uSLOWIE a_n ¿ 0 MOVNO ZAME- NITX NA | arg a_n| 6 C < π/2, NO NELXZQ NA Re a_n > 0. (E) pOKAVITE, ^TO DLQ f(z) = ∑_∞ n=0 z^{n!} WSE TO^KI EDINI^NOJ OKRUVNOSTI — OSOBYE. (uKAZANIE. pRO- WERXTE, ^TO f(re^{iθ}) → ∞ PRI r → 1 WSQKIJ RAZ, KOGDA θ QWLQETSQ RACIONALXNYM KRATNYM π.) (F) pOSTROJTE STEPENNOJ RQD S RADIUSOM SHODIMOSTI 1, DLQ KO- TOROGO WSE TO^KI e^{iθ} S θ ∈ [0, π] — OSOBYE, A WSE TO^KI e^{iθ} S θ ∈ (−π, 0) — NEOSOBYE. (uKAZANIE. pRIMENITE KONFORMNOE OTOBRAVENIE.)

3. rQD tEJLORA I PORODIW[AQ EGO FUNKCIQ. dOKAVITE ILI OPROWERGNITE SLEDU@]EE UTWERVDENIE. pUSTX D ⊂ C — OBLASTX (OTKRYTOE SWQZNOE PODMNO- VESTWO), a ∈ D, f ∈ O(D), U — KRUG SHODIMOSTI RQDA tEJLORA FUNKCII f S CENTROM W TO^KE a, g ∈ O(U) — SUMMA “TOGO RQDA. tOGDA f = g NA D ∩ U.

4. wOKRUG TEOREMY lIUWILLQ. (A) pOKAVITE, ^TO NELXZQ KONFORMNO OTO- BRAZITX WS@ PLOSKOSTX NA EDINI^NYJ KRUG. (B) dOKAVITE ILI OPROWERGNITE: ESLI f ∈ O(C ) I |f(z)| 6 √ |z| DLQ WSEH z ∈ C , TO f ≡ const. (C) dOKAVITE ILI OPROWERGNITE: ESLI f, g ∈ O(C ) I |f(z)| 6 |g(z)| DLQ WSEH z ∈ C , TO f(z) ≡ cg(z) DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c. (D) pUSTX f ∈ O(0) I RQD ∑_∞ n=1 f^{(n)}(0) SHODIT- SQ. pOKAVITE, ^TO TOGDA f ∈ O(C ) I RQD ∑_∞ n=0 f^{(n)}(z) SHODITSQ RAWNOMERNO NA KOMPAKTAH W C . pRIWEDITE PRIMER TAKOJ FUNKCII f, OTLI^NOJ OT POLINOMA.

5. nEOBY^NYJ BINOM nX@TONA. (A) dLQ L@BOGO α ∈ C POLOVIM C^0_α := 1 I C^n_α :=^{α(α−1)...(α−n+1)} n! PRI n = 1, 2, . . . , A TAKVE OPREDELIM FUNKCI@ ζ^α := e^{α ln ζ} NA C \ (−∞, 0], GDE ln ζ := ln |ζ| + i arg ζ, −π < arg ζ < π. pOKAVITE, ^TO ∑_∞ n=0 C^n_α z^n = (1 + z)^α PRI |z| < 1, α ∈ C . wYWEDITE OTS@DA RAWENSTWO ∞∑ n=0 C^n_{2n}x^n = 1 √ 1 − 4x PRI |x| < 1 4 .

(B) dOKAVITE “TO RAWENSTWO PO-DRUGOMU: PODSTAWXTE C^n_{2n} =^1_{2πi} ∫ |z|=1 (1+z)2n zn+1 dz, POMENQJTE MESTAMI SUMMU I INTEGRIROWANIE I NAJDITE INTEGRAL S POMO]X@ WY^ETOW. (C) tEM VE PRIEMOM WY^ISLITE ∑_∞ n=0 C^n_{3n}x^n HOTQ BY W SLU^AE, KOGDA x = b/(b+1)^3 DLQ NEKOTOROGO b > 1. (D) nAJDITE RADIUS SHODIMOSTI POSLEDNEGO RQDA S POMO]X@ LEMMY: ESLI a_n > 0 I a_{n+1}/a_n → A, TO^n√a_n → A.

6. wOKRUG TEOREMY EDINSTWENNOSTI. (a) fUNKCII f_1(z) = z^2 sin(1/z) I

f_2(z) ≡ 0 SOWPADA@T NA MNOVESTWE {^1_{πn} | n = 1, 2, . . . }, IME@]EM PREDELXNU@ TO^KU 0, NO f_1 ≢ f_2. pO^EMU “TO NE PROTIWORE^IT TEOREME EDINSTWENNOSTI? (B) pUSTX f ∈ O(0) I DLQ KAVDOJ TO^KI z W OKRESTNOSTI 0 NAJDETSQ NOMER n (ZAWISQ]IJ OT z), DLQ KOTOROGO f^{(n)}(z) = 0. pOKAVITE, ^TO f — POLINOM. (C) sU]ESTWUET LI f ∈ O(0) S f(^1_n ) =^{(−1)} n n PRI n ¿ n_0? (D) tO VE DLQ f(^1_n ) = 2^{−n}. (E) tO VE DLQ f(^1_n ) =^1n^√_n . (F) pUSTX f ∈ O(0) I f(^1_{2n} ) = f(^1_{2n+1} ) DLQ WSEH n ¿ n_0. pOKAVITE, ^TO f ≡ const. (G) dOKAVITE ILI OPROWERGNITE: ESLI

f ∈ O(0) I SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX an > 0, MONOTONNO STREMQ]AQSQ K 0,

DLQ KOTOROJ f(a_{2n}) = f(a_{2n+1}) PRI n ¿ n_0, TO f ≡ const. (H) pUSTX f ∈ O(C ) I |f(x)| = 1 PRI 0 < x < 1. pOKAVITE, ^TO |f(x)| = 1 PRI WSEH x ∈ R .