kOMPLEKSNYJ ANALIZ. zADA^I K LEKCII 4. 4 MARTA 2014 G.

(OKON^ATELXNYJ WARIANT: USLOWIE ZADA^I 6 IZMENENO)

1. rAZLOVENIQ W RQD lORANA. (A) rAZLOVITE FUNKCI@ f(z) =^1_{z(z−1)(z−2)} W RQD PO CELYM STEPENQM z W KOLXCAH 0 < |z| < 1, 1 < |z| < 2, 2 < |z|. (w) nAJDITE GLAWNU@ ^ASTX RQDA lORANA FUNKCII^1_{(z2+1)2} W TO^KE z = i. (C) pOKAVITE, ^TO w = tg z KONFORMNO OTOBRAVAET {^π_4 < Re z <^{3π}_4 } NA {|w| > 1} ∪ {∞}. rAZLOVITE OBRATNOE OTOBRAVENIE W RQD lORANA W OBLASTI {|w| > 1} (SM. PRI NEOBHODIMOSTI LISTOK 2, ZADA^A 4(w)).

2. w NULE I NA BESKONE^NOSTI. pUSTX f(z) = 1 1 + 2z + 3z^2 + · · · + 2014z^{2013} . (A) nAJDITE f^{(n)}(0) DLQ WSEH n = 0, 1, 2, . . . , 4018. (B) pOKAVITE, ^TO RAZLOVE- NIE f(z) = ∑_∞ n=0 c_n/z^n ZAWEDOMO SHODITSQ PRI |z| > 1 I NAJDITE c_n DLQ WSEH n = 0, 1, 2, . . . , 2014.

3. iZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI. (A) pUSTX f ∈ O(0 < |z| < 1) I FUNK- CIQ |z|^{π+e}|f(z)| OGRANI^ENA PRI z → 0. pOKAVITE, ^TO FUNKCIQ |z|^5|f(z)| TOVE OGRANI^ENA PRI z → 0. (w) dLQ L@BOJ LI FUNKCII f ∈ O(|z| > 10) NAJDETSQ CELAQ FUNKCIQ g ∈ O(C ) TAKAQ, ^TO f(z) − g(z) → 0 PRI z → ∞? (C) mOVNO LI KONFORMNO OTOBRAZITX C BEZ n TO^EK NA KRUG BEZ n TO^EK? (D) sU]ESTWU- ET LI FUNKCIQ f ∈ O(|z| > 1) TAKAQ, ^TO |f(z)| ¿ e^{|z|} PRI |z| > 1? (E) pUSTX

K = {0}∪{^1_n | n = 1, 2, . . . } I FUNKCIQ f ∈ O(K) OGRANI^ENA W NEKOTOROJ OKREST-

NOSTI MNOVESTWA K. pOKAVITE, ^TO SU]ESTWU@T PREDELY b_n = lim_{z→1/n} f(z) I b = lim_{n→∞} b_n. (F) wERNO LI, ^TO WSQKAQ f ∈ O(C ) S f(z) → ∞ PRI z → ∞ QWLQETSQ POLINOMOM? (G) pUSTX D — KRUG S CENTROM a. nA LEKCII MY WY- WELI IZ NERAWENSTW kO[I, ^TO WSQKU@ OGRANI^ENNU@ f ∈ O(D \ {a}) MOVNO DOOPRODELITX PRI z = a DO FUNKCII, GOLOMORFNOJ WS@DU NA D. dOKAVITE “TO PO-DRUGOMU, PRIMENIW TEOREMU mORERY K FUNKCII (z − a)f(z).

4. wOKRUG TEOREMY sOHOCKOGO. (A) pUSTX D — KRUG S CENTROM a I PO- SLEDOWATELXNOSTX a_n ∈ D \ {a} SHODITSQ K a PRI n → ∞, A FUNKCIQ f ∈

O(D \ {a, a1, a2, . . . }) IMEET W KAVDOJ IZ TO^EK an POL@S. pOKAVITE, ^TO DLQ

L@BOGO w_0 ∈ C NAJDETSQ POSLEDOWATELXNOSTX z_n → a TAKAQ, ^TO f(z_n) → w_0 PRI n → ∞. (B) dOKAVITE, ^TO NELXZQ KONFORMNO OTOBRAZITX C NI NA KAKU@ OBLASTX D ⊂ C , OTLI^NU@ OT C . (C) wSQKOE KONFORMNOE OTOBRAVENIE C NA SEBQ IMEET WID w = az + b DLQ NEKOTORYH a ∈ C \ {0}, b ∈ C . (D) wSQKOE KONFORMNOE OTOBRAVENIE C NA SEBQ DROBNO-LINEJNO. (e) eSLI f ∈ O(0 < |z| < ε) IMEET PRI z = 0 NEUSTRANIMU@ OSOBU@ TO^KU, TO e^{f(z)} IMEET TAM SU]ESTWENNO OSOBU@ TO^KU. (F) oSTAETSQ LI “TO WERNYM DLQ g(f(z)), GDE g(w) — L@BAQ CELAQ FUNK- CIQ, OTLI^NAQ OT POLINOMA? (G) wERNO LI, ^TO ESLI f ∈ O(C ) I Re f(z) → ∞ PRI z → ∞, TO f — POLINOM?

5. gARMONI^ESKIE FUNKCII. pUSTX D ⊂ C — OTKRYTOE MNOVESTWO. fUNKCIQ

u : D → R NAZYWAETSQ GARMONI^ESKOJ, ESLI u ∈ C^2(D) I u_{xx} + u_{yy} = 0 W D.

(A) eSLI f ∈ O(D), TO FUNKCII Re f I Im f GARMONI^NY W D. (B) gARMONI- ^ESKAQ FUNKCIQ u(z) NA D IMEET WID u = Re f DLQ NEKOTOROJ f ∈ O(D) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA FUNKCIQ u_x − iu_y ∈ O(D) IMEET PERWOOBRAZNU@ W D.

(C) wSQKAQ GARMONI^ESKAQ W KRUGE FUNKCIQ ESTX WE]ESTWENNAQ ^ASTX NEKOTO- ROJ GOLOMORFNOJ W “TOM KRUGE FUNKCII. (D) wSQKAQ GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMA I DAVE WE]ESTWENNO-ANALITI^NA. (E) dOKAVITE ILI OPROWERGNITE: ESLI FUNKCIQ u(x+iy) = ∑_∞ n,m=0 anmx ny^m GARMONI^NA W NE-

KOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI z = 0 I WSE a_{nm} ¿ 0, TO u — POLINOM OT x, y STEPENI NE WY[E 2. (F) fUNKCIQ ln |z| GARMONI^NA W L@BOM KOLXCE D_{ab} := {a < |z| < b},

0 6 a < b 6 ∞, NO NE RAWNA Re f NI DLQ KAKOJ FUNKCII f ∈ O(Dab). (G) wERNO

LI, ^TO WSQKU@ GARMONI^ESKU@ FUNKCI@ u : D_{ab} → R MOVNO ZAPISATX W WIDE

u(z) = A ln |z| + Re f(z) DLQ NEKOTORYH A ∈ R , f ∈ O(D_{ab})? (H) wERNO LI, ^TO

WSQKAQ GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ u : C → R LIBO S@R˙EKTIWNA, LIBO POSTOQNNA?

6. rAZDELENIE OSOBENNOSTEJ. (A) pUSTX D ⊂ C — OBLASTX, K ⊂ D — KOMPAKT. pOKAVITE, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII f ∈ O(D \ K) NAJDUTSQ FUNKCII

f_1 ∈ O(D) I f_2 ∈ O(C \ K) TAKIE, ^TO f = f_1 − f_2 NA D \ K. (uKAZANIE.

fIKSIROWAW z ∈ D \ K, POSTROJTE OGRANI^ENNYE OBLASTI D_1, D_2 S KUSO^NO- GLADKIMI GRANICAMI TAKIE, ^TO K ⊂ D_2, z ∈ D_1 \ D_2, D_1 ⊂ D. zAPI[ITE f(z) KAK INTEGRAL PO ∂(D_1 \ D_2) S POMO]X@ INTEGRALXNOJ FORMULY kO[I. tOGDA INTEGRAL PO ∂D_1 DAST f_1(z), A INTEGRAL PO ∂D_2 DAST f_2(z).) (w) pOKAVITE, ^TO FUNKCII f_1, f_2 OPREDELQ@TSQ PO f ODNOZNA^NO S TO^NOSTX@ DO PRIBAWLENIQ K NIM ODNOJ I TOJ VE KONSTANTY. (s) eSLI DLQ L@BOGO ε > 0 MOVNO POKRYTX K KONE^NYM NABOROM KRUGOW S SUMMOJ RADIUSOW < ε, TO DLQ L@BOJ OGRANI^ENNOJ

f ∈ O(D \K) NAJDETSQ F ∈ O(D) TAKAQ, ^TO F = f NA D \K. (uKAZANIE. w “TOM

SLU^AE f_2 ≡ 0. sRAWNITE S 3(G).) (D) pROWERXTE, ^TO USLOWIE (C) WYPOLNENO DLQ WSEH NE BOLEE ^EM S^ETNYH KOMPAKTOW, A TAKVE DLQ KANTOROWA MNOVESTWA K = { ∑_∞ n=0 a_n3^{−n} | a_n = 0 ILI 1}. (E) uKAVITE OGRANI^ENNU@ f ∈ O(C \ [0, 1]),

NE RAWNU@ F |C_{\[0,1]} NI DLQ KAKOJ F ∈ O(C ). (F) pUSTX U = {|z| < 1}. pRIWEDITE PRIMER OGRANI^ENNOJ f ∈ O(U) TAKOJ, ^TO f ∉ C(U).

7. sLI[KOM MNOGO PERWOOBRAZNYH. pUSTX D = {1 < |z| < 2} I f ∈ O(D) IMEET DLQ KAVDOGO n = 1, 2, . . . n-U@ PERWOOBRAZNU@ g_n ∈ O(D), T.E. g^{(n)}n = f NA D. pOKAVITE, ^TO f MOVNO DOOPREDELITX PRI |z| 6 1 TAK, ^TO f ∈ O(|z| < 2).

8. sUMMA RQDA ^EREZ EGO OSOBENNOSTI. (A) dOKAVITE TOVDESTWO (*) ∑ n∈Z 1 (ln z + 2πn)^2 = z (z − 1)^2 , z ∈ C \ {1}, GDE ln z OZNA^AET L@BOE FIKSIROWANNOE ZNA^ENIE LOGARIFMA (OT EGO WYBORA SUM- MA RQDA NE ZAWISIT). dLQ “TOGO WYWEDITE IZ TEOREMY wEJER[TRASSA, ^TO LEWAQ ^ASTX f(z) DOKAZYWAEMOGO RAWENSTWA GOLOMORFNA NA C \ {0, 1}. zAMETXTE, ^TO

f(1/z) = f(z) I OPI[ITE OSOBENNOSTI f(z) PRI z = 0, 1, ∞. pOSLE “TOGO PRI-

MENITE OPISANIE FUNKCIJ, MEROMORFNYH NA C . (B) pOLXZUQSX RAWENSTWOM (*) PRI z = −1, NAJDITE ∑_∞ n=0 1 (2n+1)2 . (s) pEREPI[ITE (*) W WIDE ∞∑ n=−∞ 1 (z − n)^2 = π^2

sin^2 πz , z ∈ C \ Z. iNTEGRIRUQ, A ZATEM INTEGRIRUQ I POTENCIRUQ, WYWEDITE FORMULY

π ctg πz = 1 z + ∞∑ n=1 2z z^2 − n^2 , sin πz = πz ∞∏ n=1 ( 1 − z^2 n^2 ) , z ∈ C .