kOMPLEKSNYJ ANALIZ. zADA^I K LEKCIQM 5 I 6. 11 I 18 MARTA 2014 G.

1. wOKRUG TEOREMY rU[E. (a) nAJDITE ^ISLO NULEJ POLINOMA z^5+5z^2+2z+1 W KOLXCE 1 < |z| < 2 I FUNKCII e^z − 4z + i W KRUGE |z| < 1. (w) pOKAVITE, ^TO URAWNENIE e^z = 2z^2 + 1 IMEET W KRUGE |z| < 1 TOLXKO WE]ESTWENNYE RE[ENIQ, A DLQ URAWNENIQ e^z = 2z^4 + 1 “TO NEWERNO. (uKAZANIE. pROWERXTE, ^TO |e^z − 1| 6 e−1 PRI |z| = 1). (s) dOKAVITE ILI OPROWERGNITE: DLQ L@BOGO ε > 0 URAWNENIE (z + i) sin z = 2014 IMEET BESKONE^NO MNOGO RE[ENIJ W POLOSE | Im z| < ε.

2. wOKRUG PRINCIPA ARGUMENTA. (A) pUSTX a, b > 0. nAJDITE ^ISLO NULEJ POLINOMA z^{10} + az^9 + b W POLUPLOSKOSTI Re z > 0 I z^7 + az^4 + bz^3 + 1 W PERWOM KWADRANTE. (uKAZANIE. pRIMENITE PRINCIP ARGUMENTA NA PERESE^ENII UKAZAN- NOJ OBLASTI S KRUGOM {|z| < R}. oBRAZ PRQMOLINEJNOJ ^ASTI GRANICY MOVNO NAJTI TO^NO, A OBRAZ DUGI OKRUVNOSTI — PRIBLIVENNO, KAK W TEOREME rU[E, PRI R → ∞.) (B) nAJDITE ^ISLO NULEJ POLINOMA z^6 − z^5 + z^3 − z + 1 W KAVDOM IZ ^ETYREH KWADRANTOW. pROWERXTE POLU^ENNYJ OTWET, POLXZUQSX TEM, ^TO WSE NULI — KORNI 12-J STEPENI IZ 1. (s) pUSTX P (z) — POLINOM, NE OBRA]A@]IJSQ W NULX NA iR . pOKAVITE, ^TO PREDEL 1 2π Δ arg_iR P (z) := lim_{R→∞} 1 2π Δ arg_{[−iR,iR]} P (z) WSEGDA SU]ESTWUET, NO NIKOGDA NE RAWEN ^ISLU NULEJ P (z) NI W PRAWOJ, NI W LEWOJ POLUPLOSKOSTI, ESLI TOLXKO P (z) ≢ const.

3. pOL@SY f^′/f. pUSTX f ∈ O(0 < |z| < 1) I f^′(z)/f(z) IMEET PRI z = 0 POL@S PERWOGO PORQDKA. pOKAVITE, ^TO f(z) IMEET PRI z = 0 NULX ILI POL@S.

4. rAZNYMI PUTQMI K ODNOMU I TOMU VE. pUSTX U = {|z| < 1}. dOKAVI- TE SLEDU@]IE UTWERVDENIQ KAK MOVNO BÓLX[IM ^ISLOM SPOSOBOW (W KAVDOM SLU^AE ESTX PO KRAJNEJ MERE DWA SPOSOBA).

(a) eSLI f ∈ O(U) I f(U) ∩ U NEPUSTO, A f(∂U) ∩ U PUSTO, TO U ⊂ f(U). (w) eSLI f ∈ O(U) ∩ C(U) I Re f ≡ 0 NA ∂U, TO f ≡ const. (s) nE SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTI POLINOMOW P_n(z), RAWNOMERNO SHODQ- ]EJSQ K 1/z NA ∂U.

5. fUNKCII, WE]ESTWENNYE TOLXKO PRI WE]ESTWENNYH ZNA^ENIQH ARGUMEN- TA. (a) pUSTX f ∈ O(C ), f(R ) ⊂ R I f(C \ R ) ⊂ C \ R . pOKAVITE, ^TO f(z) ≡ az +b DLQ NEKOTORYH a ∈ R \{0}, b ∈ R . (w) pRIWEDITE PRIMER f ∈ M(C ) TAKOJ, ^TO f(R ) ⊂ R ∪ {∞} I f(C \ R ) ⊂ C \ R , NO f(z) ≢ az + b. (s) pUSTX U := {|z| < 1}, J := U ∩ R . pRIWEDITE PRIMER f ∈ O(U) TAKOJ, ^TO f(J) ⊂ J I f(U \ J) ⊂ U \ J, NO f(z) ≢ az + b. (D) wERNO LI, ^TO WSQKAQ FUNKCIQ f, UDOWLETWORQ@]AQ USLOWIQM (C), KONFORMNO OTOBRAVAET U NA f(U)? (e) dOKA- VITE ILI OPROWERGNITE: ESLI f ∈ O(C ) TAKOWA, ^TO f(R ) ⊂ R I f(iR ) ⊂ iR , TO f(−z) = −f(z) DLQ WSEH z ∈ C .

6. kOMPLEKSNAQ TEOREMA rOLLQ. pUSTX f ∈ O(a). pOKAVITE, ^TO DLQ L@BOGO

ε > 0 W ε-OKRESTNOSTI TO^KI a NAJDUTSQ TO^KI z_1 ≠ z_2 TAKIE, ^TO

f(z_1) − f(z_2) z_1 − z_2

= f^′(a).

7. wOKRUG PRINCIPA MAKSIMUMA. (A) pUSTX f ∈ O(1 6 |z| 6 3), |f(z)| 6 1 PRI |z| = 1 I |f(z)| 6 9 PRI |z| = 3. dOKAVITE, ^TO |f(z)| 6 4 PRI |z| = 2. (B) wERNO LI, ^TO ESLI P (z) — POLINOM STEPENI n I |P (z)| 6 1 PRI |z| 6 1, TO |P (z)| 6 |z|^n PRI |z| ¿ 1? (s) pUSTX U := {|z| < 1} I FUNKCIQ f ∈ O(U) ∩ C(U) TAKOWA, ^TO |f(z)| = 1 PRI |z| = 1. pOKAVITE, ^TO f(z) = e^{iθ} nY_{k=1} z − a_{k1 − akz DLQ NEKOTORYH θ ∈ R , a1, . . . , an ∈ U.} (uKAZANIE. sNA^ALA DOPOLNITELXNO PREDPOLOVITE, ^TO f NE IMEET NULEJ NA U.) (D) pUSTX f ∈ O(U) TAKOWA, ^TO |f(z)| 6 A NA ∂U ∩ {Im z ¿ 0} I |f(z)| 6 B NA ∂U ∩ {Im z 6 0}. pOKAVITE, ^TO |f(0)| 6 √ AB. sU]ESTWUET LI PRI B ≠ A TAKAQ FUNKCIQ f ≢ const, DLQ KOTOROJ POSLEDNEE NERAWENSTWO QWLQETSQ RAWEN- STWOM? (E) dLQ L@BYH ^ISEL a_1, . . . , a_n ∈ C , NE WSE IZ KOTORYH RAWNY NUL@, IMEEM max_{|z|=1} |z^n + a_1z^{n−1} + · · · + a_n| > 1. (F) dOKAVITE ILI OPROWERGNI- TE: DLQ L@BYH POLINOMOW P (z), Q(z) SO STAR[IM KO“FFICIENTOM 1 IMEEM max_{{|Q(z)|=1}} |P (z)| > 1, ESLI TOLXKO P I Q NE QWLQ@TSQ STEPENQMI NEKOTO- ROGO TRETXEGO POLINOMA. (G) pUSTX D ⊂ C — OBLASTX, f, g ∈ O(D) I FUNKCIQ |f| + |g| IMEET (LOKALXNYJ NESTROGIJ) MAKSIMUM W TO^KE z_0 ∈ D. pOKAVITE, ^TO f I g — KONSTANTY.

8. rASSTOQNIE OT FUNKCII DO PROSTRANSTWA POLINOMOW. pUSTX P ⊂ O(C ) ESTX WEKTORNOE PROSTRANSTWO WSEH POLINOMOW OT z, A U := {|z| < 1} — EDINI^- NYJ KRUG. dLQ L@BOJ NEPRERYWNOJ FUNKCII f : ∂U → C POLOVIM

d(f, P) := inf_{P ∈} P max |z|=1 |f(z) − P (z)|. (a) pOKAVITE, ^TO d(f, P) = 0 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA f ESTX SUVENIE NA ∂U NEKOTOROJ FUNKCII F ∈ O(U)∩C(U ). (w) dLQ a ∈ U POLOVIM f_a(z) := 1/(z −a). pOKAVITE, ^TO d(f_0, P) = 1, PRI^EM inf DOSTIGAETSQ PRI P ≡ 0. (s) wY^ISLITE d(f_a, P) DLQ WSEH a ∈ U. dOSTIGAETSQ LI inf?

9. wOKRUG PRINCIPA KOMPAKTNOSTI. (a) pUSTX D ⊂ C — OBLASTX, MNO- VESTWO E ⊂ D IMEET PREDELXNU@ TO^KU W D, A POSLEDOWATELXNOSTX f_n ∈ O(D) RAWNOMERNO OGRANI^ENA NA D I SHODITSQ W KAVDOJ TO^KE MNOVESTWA E. dOKA- VITE, ^TO ONA SHODITSQ RAWNOMERNO NA KOMPAKTAH W D. (w) pOLOVIM

f_1(z) = z, f_{n+1}(z) = z − 1 f_n(z) n = 1, 2, . . . . pOKAVITE, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX f_n(z) SHODITSQ RAWNOMERNO NA KOMPAKTAH W Π := {Im z > 0}, PRI^EM PREDELXNAQ FUNKCIQ f(z) KONFORMNO OTOBRAVAET Π NA f(Π), I NAJDITE f(Π). (s) pOKAVITE, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX tg(nz) SHODITSQ RAWNOMERNO NA KOMPAKTAH W {Im z > 0} I NAJDITE PREDEL. (D) pUSTX f(z) GO- LOMORFNA I OGRANI^ENA W POLUPOLOSE {Re z > a, | Im z| < b} I DLQ NEKOTOROGO y_0 ∈ (−b, b) SU]ESTWUET lim_{x→∞} f(x + iy_0) =: A. tOGDA lim_{x→∞} f(x + iy) = A DLQ WSEH y ∈ (−b, b). (E) s POMO]X@ FUNKCII exp{e^{−z}} POKAVITE, ^TO UTWERV- DENIE (D) NEWERNO DLQ NEOGRANI^ENNYH f.