kOMPLEKSNYJ ANALIZ. zADA^I K LEKCIQM 8 I 9. 1 I 8 APRELQ 2014 G.

1. wOKRUG ZADA^ NA “KSTREMUM. (a) pUSTX D ⊂ C — ODNOSWQZNAQ OBLASTX, OTLI^NAQ OT WSEJ PLOSKOSTI, A U = {w ∈ C | |w| < 1} — EDINI^NYJ KRUG. oBOZNA^IM ^EREZ F MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ f ∈ O(D) TAKIH, ^TO f(D) ⊂ U, I FIKSIRUEM PROIZWOLXNU@ TO^KU a ∈ D. pOKAVITE, ^TO WELI^INA M_a(D) := sup_f2F |f0(a)| DOSTIGAETSQ NA KONFORMNOM OTOBRAVENII F : D → U S F (a) = 0. (w) wY^ISLITE M_a(D) DLQ WSEH a ∈ D W SLU^AQH, KOGDA D ESTX KRUG {|z| < R}, POLUPLOSKOSTX {Re z > 0}, POLOSA {−1 < Im z < 1}. (C) nEKTO UTWERVDAET, ^TO DLQ L@BOJ FUNKCII g ∈ O(D) S g(a) = 0 I g0(a) = 1 NAJDETSQ (SWOQ) TO^KA z ∈ D TAKAQ, ^TO |g(z)| > 1/M_a(D). pOKAVITE, ^TO “TO UTWERVDENIE WERNO DLQ WSEH UKAZANNYH FUNKCIJ g, KROME ODNOJ. kAKOJ? (D) ~TO PROISHODIT S M_a(D) PRI STREMLENII a K ∂D? a PRI UWELI^ENII OBLASTI D S FIKSIROWANNOJ TO^KOJ a? (e) nAJDITE sup |f0(0)| PO WSEM FUNKCIQM f ∈ O(U) TAKIM, ^TO f(U) ⊂ U \ {0}. dOSTIGAETSQ LI “TOT sup?

2. wYPUKLAQ OBOLO^KA OBRAZA KRUGA. (A) pUSTX f ∈ O(U), f(0) = 1 I Re f ¿ 0 NA U. pOKAVITE, ^TO |f0(0)| 6 2. (w) pUSTX f ∈ O(U), f(0) = 0, f0(0) = 1. dOKAVITE, ^TO WYPUKLAQ OBOLO^KA MNOVESTWA f(U) SODERVIT KRUG {|w| < 1/2}. (s) pOKAVITE NA PRIMERE, ^TO 1/2 W ZADA^E (w) NELXZQ ZAMENITX NI NA KAKU@ BÓLX[U@ KONSTANTU.

3. bEZWIHREWYE NESVIMAEMYE TE^ENIQ. (a) pOKAVITE, ^TO W OGRANI^ENNOJ OBLASTI D ⊂ C S GLADKOJ SWQZNOJ GRANICEJ NELXZQ SOZDATX TE^ENIE BEZ OSOBYH TO^EK. nA BOLEE MATEMATI^ESKOM QZYKE: ESLI f ∈ O(D) ∩ C(D) I Im f ≡ const NA ∂D, TO f ≡ const NA D. (B) pUSTX A ∈ C \ {0}. tE^ENIE S KOMPLEKS- NYM POTENCIALOM f(z) = A/z NA C \ {0} (A TAKVE OSOBENNOSTX “TOGO TE^ENIQ W NA^ALE KOORDINAT) NAZYWAETSQ DIPOLEM. pOKAVITE, ^TO LINII TOKA UKAZAN- NOGO TE^ENIQ — OKRUVNOSTI I DWA LU^A. (s) nAJDITE KOMPLEKSNYJ POTENCIAL TE^ENIQ W EDINI^NOM KRUGE, SOZDANNOGO DIPOLEM W NA^ALE KOORDINAT. pRI KA- KOM A POLU^ITSQ FUNKCIQ vUKOWSKOGO? (D) pUSTX D — TAKAQ OBLASTX, KAK W ZADA^E (A). pOKAVITE, ^TO KOMPLEKSNYJ POTENCIAL TE^ENIQ W D, SOZDANNOGO DIPOLEM W TO^KE a ∈ D, KONFORMNO OTOBRAVAET D NA WS@ RAS[IRENNU@ KOMP- LEKSNU@ PLOSKOSTX BEZ NEKOTOROGO GORIZONTALXNOGO OTREZKA. kAK SWQZANA DLINA “TOGO OTREZKA S KO“FFICIENTOM A, WHODQ]IM W OPREDELENIE DIPOLQ?

4. pOSTROENIE KONFORMNYH OTOBRAVENIJ S POMO]X@ PRINCIPA SIMMETRII. nAJDITE KONFORMNYE OTOBRAVENIQ SLEDU@]IH OBLASTEJ NA EDINI^NYJ KRUG: (a) C \ ([−i, i] ∪ [−1, +∞)); (B) C \ ([1, 2] ∪ {2e^{iθ} | −^π_2 6 θ 6^π_2 }); (C) C \ ([−2, −^1_2 ] ∪ [^1_2 , 2] ∪ {e^{iθ} | 0 6 θ 6 π}); (D) {x + iy ∈ C | x > pAy^2 + B}, A, B > 0; (E) {x + iy ∈ C | y > x^2}; (F) {|z| < 2} \ ([1, 2] ∪ [ω, 2ω] ∪ [ω^2, 2ω^2]), ω := e^{2πi/3}.

5. wOKRUG PRINCIPA SIMMETRII. (tEOREMA kARATEODORI S^ITAETSQ IZWEST- NOJ.) (A) pUSTX D_{ab} := {a < |z| < b}. pOKAVITE, ^TO D_{ab} MOVNO KONFORMNO OTOBRAZITX NA D_{cd} TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA^a_b =^c_d . (B) pOKAVITE, ^TO NELX- ZQ KONFORMNO OTOBRAZITX KWADRAT NA PRQMOUGOLXNIK, OTLI^NYJ OT KWADRATA, TAK, ^TOBY WER[INY PERE[LI W WER[INY. (s) wSQKOE KONFORMNOE OTOBRAVENIE PRQMOUGOLXNIKA NA POLUPLOSKOSTX ANALITI^ESKI PRODOLVAETSQ DO MEROMORF- NOJ FUNKCII NA C S BESKONE^NYM MNOVESTWOM POL@SOW. (D) pUSTX FUNKCIQ w = f(z) KONFORMNO OTOBRAVAET POLUPLOSKOSTX NA POLOSU, IZ KOTOROJ UDALE- NY NESKOLXKO LU^EJ, PARALLELXNYH STORONAM POLOSY. pOKAVITE, ^TO FUNKCIQ f0(z) RACIONALXNA. pROWERXTE “TO QWNYM WY^ISLENIEM W SLU^AE, KOGDA LU^I (ODIN ILI DWA) LEVAT NA SREDNEJ LINII POLOSY. (E) pUSTX f KONFORMNO OTO- BRAVAET KRUG {|z| < 1} NA “LLIPS {u + iv ∈ C | (^u_A )^2 + (^v_B )^2 < 1}, A > B > 0, PRI^EM f(0) = 0, arg f0(0) = 0. pOKAVITE, ^TO f DOPUSKAET PRODOLVENIE DO af NA C \ {DWE TO^KI} I OPI[ITE OSOBENNOSTI W “TIH TO^KAH. (uKAZANIE. sWEDITE K SLU^A@, KOGDA A =^1_2 (R +^1_R ) I B =^1_2 (R −^1_R ) DLQ NEKOTOROGO R > 1 I PRI- MENITE FUNKCI@ vUKOWSKOGO.) (F) sU]ESTWU@T LI NE RAWNYE TOVDESTWENNO NUL@ FUNKCII f ∈ O(|z| < 1)∩C(|z| 6 1) TAKIE, ^TO Re f(e^{iθ}) = 0 PRI 0 6 θ 6 π I Im f(e^{iθ}) = 0 PRI π 6 θ 6 2π?

6. o DWUH KLASSAH POLINOMOW. dLQ NEKOTORYH POLINOMOW P (u, v) S WE]EST- WENNYMI KO“FFICIENTAMI, IZ USLOWIJ f ∈ O(U) ∩ C(U) I P (Re f, Im f) ≡ 0 NA ∂U WYTEKAET, ^TO f ≡ const. nAPRIMER, “TO TAK DLQ P (u, v) = u (SM. ZADA- ^U 4(B) LISTKA 5 I ZADA^U 3(a) WY[E), NO NE TAK DLQ P (u, v) = u^2 + v^2 (MOVNO WZQTX f(z) = z). ~EM OTLI^A@TSQ DRUG OT DRUGA POLINOMY “TIH KLASSOW? w ^ASTNOSTI, PRI KAKIH C ∈ R POLINOM v^2−u^3+Cu PRINADLEVIT PERWOMU KLASSU?