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Ëèñòîê 5. Êîìïàêòû è èõ ñâîéñòâà.

Ìíîæåñòâî K â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç âñÿêîãî åãî ïîêðûòèÿ îò-

êðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Âàæíûé ïðèìåð � îòðåçîê â R.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä [a1, b1]× . . .× [an, bn] � êîìïàêò â Rn.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äîêàæèòå, ÷òî

(a) êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì;

(b) êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì;

(c) çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì;

(d) áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó;

(e) âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê êîìïàêòà èìååò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó

ýòîãî êîìïàêòà.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî â Rn ìíîæåñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è

îãðàíè÷åííî.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â C([0, 1]) íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà B, åñëè øàðû ðàäèóñà ε è ñ öåíòðàìè â ýëåìåíòàõ A

ïîêðûâàþò ìíîæåñòâî B. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà b ∈ B íàéäåòñÿ ýëåìåíò a ∈ A òàêîé, ÷òî

ϱ(a, b) < ε. Åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, òî ãîâîðÿò î êîíå÷íîé ε-ñåòè.

Ïîäìíîæåñòâî B ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî

ε > 0 ó ìíîæåñòâà B ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.

Çàäà÷à 5. (Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà) Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî âïîëíå îãðàíè÷åííî.

Çàäà÷à 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà îòáðîñèòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü limk→∞ |αk| = +∞. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {(xi) :
∑∞

i=1 α
2
ix

2
i ≤ 1} � êîìïàêò â l2.

Çàäà÷à 8. (Ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-

äÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêò îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è âûøå: èç âñÿêîãî ïîêðûòèÿ îòêðû-

òûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Çàäà÷à 9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîìïàêòà â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì. Ïîêàæèòå, ÷òî â Õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå (∀x, y ∈ X ∃U, V ∈ τ òàêèå, ÷òî U
∩
V = ∅ è

x ∈ U , y ∈ V ) âñÿêèé êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 10∗. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîìïàêòà â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåí-

òîâ ýòîãî êîìïàêòà, èç êîòîðîé íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü K � êîìïàêò â (X, ϱX) è f : K 7→ (Y, ϱY ) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) f(K) � êîìïàêò;

(b) åñëè Y = R, ϱY (y1, y1) = |y1 − y2|, òî f � îãðàíè÷åíà è ñóùåñòâóþò xm, xM ∈ K òàêèå, ÷òî

f(xm) = infK f è f(xM ) = supK f ;

(c) f � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ò. å. äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ϱX(x1, x2) < δ âëå÷åò

ϱY (f(x1), f(x2)) < ε;

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî â Rn äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðì ∥ · ∥1 è ∥ · ∥2 ñóùåñòâóþò ÷èñëà α, β > 0 òàêèå,

÷òî α∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ β∥x∥1.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü F � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X è

F ̸= X. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x, ÷òî ∥x∥ = 1 è ∥x− y∥ ≥ 1 äëÿ âñåõ y ∈ F .

Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âñÿêèé çàìêíóòûé øàð â ýòîì ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòåí.

Íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ, ó êîòîðîé îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
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Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì îòîáðàæàþùèé {0, 1}∞ íà ìíîæåñòâî Êàíòîðà.

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì ìíîæåñòâà Êàíòîðà ïðè íåêîòîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêò K â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ðàçìåðíîñòü íå âûøå N , åñëè äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü a1, . . . ak òàêàÿ, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà êîìïàêòà ïðèíàäëåæèò íà áîëåå

÷åì N + 1 øàðó ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â êàêîé-òî èç òî÷åê ai.

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê èìååò ðàçìåðíîñòü íå âûøå 1, è íå ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü 0. Äî-

êàæèòå, ÷òî êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ â Rn èìååò ðàçìåðíîñòü íå âûøå 1 è íå ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü 0.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â Rn îáÿçàòåëüíî èìååò ðàçìåðíîñòü áîëüøóþ íóëÿ.

Âåðíî ëè, ÷òî îíà èìååò ðàçìåðíîñòü íå áîëüøóþ 1?

Çàäà÷à 19. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî íå âñÿêóþ êîíå÷íîçâåííóþ ëîìàíóþ â R3 ìîæíî ãîìåîìîðôíî

âëîæèòü â R2.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ìåíãåðà�Íåáåëèíãà�Ïîíòðÿãèíà:

âñÿêèé êîìïàêò ðàçìåðíîñòè íå âûøå N ìîæíî ãîìåîìîðôíî âëîæèòü â R2N+1.

Îòîáðàæåíèå f èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ε-îòîáðàæåíèåì,

åñëè èç òîãî, ÷òî f(x1) = f(x2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ϱ(x1, x2) < ε. Åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ε-

îòîáðàæåíèåì äëÿ âñÿêîãî ε > 0, òî f � èíúåêöèÿ.

Ïóñòü äàëååK � êîìïàêò ðàçìåðíîñòè íå âûøåN . Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C(K,R2N+1) íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé f : K 7→ R2N+1 ñ ìåòðèêîé ϱ(f, g) = maxx∈K ∥f(x)− g(x)∥, ãäå ∥y∥ =
√∑

i y
2
i .

Ïóñòü Un � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ 1/n-îòîáðàæåíèé êîìïàêòà K â R2N+1.

Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî Un � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áýðà, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî n ìíîæåñòâî Un âñþäó ïëîòíî, òî

èñêîìîå (â òåîðåìå) âëîæåíèå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîãëàñíî òåîðåìå Áýðà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Un âñþäó ïëîòíû â

C(K,R2N+1). Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò C(K,R2N+1) è ε > 0. Íàéäåì ε/2-ñåòü {a1, . . . ak} òàêóþ,

÷òî êàæäàÿ òî÷êà êîìïàêòà âõîäèò â íå áîëåå ÷åì N + 1 øàð è íà êàæäîì øàðå Bi = B(ai, ε) êîëåáàíèå

ôóíêöèè f ìåíüøå íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà γ > 0. Âûáèðàåì k òî÷åê p1, . . . , pk â R2N+1 òàê, ÷òî

1) ðàññòîÿíèå îò pi äî f(Bi) ìåíüøå γ,

2) íèêàêèå m+ 2 òî÷êè pi íå ëåæàò â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, m ≤ 2N . (Íàïðèìåð â R3 ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âñå òî÷êè ðàçëè÷íû, íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íèêàêèå ÷åòûðå íå ëåæàò íà îäíîé

ïëîñêîñòè.)

Çàäà÷à 21. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêîé âûáîð òî÷åê âîçìîæåí.

Ïóñòü wi(x) � ðàññòîÿíèå îò x äî K \Bi.

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå, ÷òî wi � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Ïîëîæèì g(x) � öåíòð ìàññ òî÷åê pi ñ âåñîì wi(x).

Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå, ÷òî g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ðàññòîÿíèå ìåæäó g(x) è f(x) ìåíüøå 2γ.

Çàäà÷à 24. Äîêàæèòå, ÷òî g � ε-îòîáðàæåíèå.

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðèì ñëó÷àé N = 1. Êàæäàÿ òî÷êà êîìïàêòà âõîäèò â íå áîëåå ÷åì äâà øàðà Bi.

Ïóñòü x1 âõîäèò â B1, B2 è x2 âõîäèò â B3, B4. Òîãäà wi(x1) = 0 ïðè i > 2 è wi(x2) = 0 ïðè i < 3

è i > 4. Ðàâåíñòâî g(x1) = g(x2), âëå÷åò ÷òî íàáîðû {p1, p2} è {p3, p4} ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p1, p2, è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p3, p4 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå g(x1) = g(x2).

Åñëè óêàçàííûå íàáîðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî èìååì ÷åòûðå òî÷êè ëåæàùèå íà îäíîé ïëîñêîñòè, à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèå 2) íà òî÷êè pi. Èòàê, íàáîðû ïåðåñåêàþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, x1, x2 ïðèíàäëåæàò

îäíîìó øàðó.)


