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Êîìïëåêñû è êîãîìîëîãèè

Ïóñòü A � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ãîâîðÿ î ìîäóëÿõ, ìû áóäåì èìåòü â âèäó
ëåâûå A-ìîäóëè.

Êîãîìîëîãè÷åñêèì êîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ íàáîð ìîäóëåé Ki, i ∈ Z è ãîìîìîðôèçìîâ
ìîäóëåé di : Ki → Ki+1 òàêèõ, ÷òî d2 = 0 (ò.å. di+1 ◦ di = 0 ïðè âñåõ i). Ãîìîìîðôèçìû di

íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè. Êîìïëåêñ âûãëÿäèò òàê:

. . .→ K−1
d−1

−−→ K0 d0−→ K1 d1−→ K2 → . . .

×àñòî èñïîëüçóþòñÿ íèæíèå èíäåêñû è äèôôåðåíöèàëû, ïîíèæàþùèå ãðàäóèðîâêó:
Ki = K−i, δi = d−i. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ãîìîëîãè÷åñêîì êîìïëåêñå. Òàêæå ÷àñòî
âìåñòî íàáîðà Ki ðàññìàòðèâàþò ãðàäóèðîâàííûé ìîäóëü K• = ⊕iKi è îäíîðîäíûé ãî-
ìîìîðôèçì d• : K• → K• ñòåïåíè 1.

Ïðèìåðû:

1. Ìîäóëü M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðèâèàëüíûé êîìïëåêñ : Ki = 0 ïðè i 6= 0,
K0 = M èíà÷å, âñå di = 0.

2. Åù¼ îäèí òðèâèàëüíûé êîìïëåêñ: . . . 0→M
1M−−→M → 0 . . .

3.
. . .→ k[x]/(x2)

x−→ k[x]/(x2)
x−→ k[x]/(x2)→ . . .

4. Êîìïëåêñ öåïåé/êîöåïåé òðèàíãóëèðîâàííîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ/êëåòî÷íîãî ïðî-
ñòðàíñòâà/ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîæåñòâà.

5. Êîìïëåêñ äå Ðàìà íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè.

6. Bar-ðåçîëüâåíòà: ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, à B � àëãåáðà íàä A. Ïîëîæèì
Ki = 0 ïðè i < −1,

Ki = B ⊗A B ⊗A . . .⊗A B︸ ︷︷ ︸
i+2 ðàçà

.

Äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

dk(b0 ⊗ b1 ⊗ . . .⊗ bk+1) =
k∑
i=0

(−1)ib0 ⊗ . . .⊗ bibi+1 ⊗ . . .⊗ bk+1.

Îòìåòèì, ÷òî Bar-ðåçîëüâåíòà � êîìïëåêñ B − B-áèìîäóëåé (èëè, ÷òî òî æå, B ⊗A
Bopp-ìîäóëåé).

7. Êîìïëåêñ Êîøóëÿ: ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, M � A-ìîäóëü, m ∈ M � ýëå-
ìåíò. Ïîëîæèì

Ki = Λi
AM, di = m ∧ −.

(Êî)öèêëàìè êîìïëåêñà (K•, d•) íàçûâàþòñÿ ìîäóëè Zi = ker di, (êî)ãðàíèöàìè íàçû-
âàþòñÿ ìîäóëèBi = im di−1. Èç-çà ñîîòíîøåíèÿ d2 = 0 èìååìBi ⊂ Zi ⊂ Ki. (Êî)ãîìîëîãèÿìè
êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ ìîäóëèH i = Zi/Bi, ôàêòîðìîäóëè öèêëîâ ïî ãðàíèöàì. Êîìïëåêñ,
ó êîòîðîãî H i = 0, íàçûâàåòñÿ òî÷íûì â i-ì ÷ëåíå. Êîìïëåêñ, âñå êîãîìîëîãèè êîòîðîãî
ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ òî÷íûì èëè àöèêëè÷íûì.
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Ìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ èç (K•, d•K) â (L•, d•L) íàçûâàåòñÿ íàáîð ãîìîìîðôèçìîâ ìî-
äóëåé f i : Ki → Li òàêîé, ÷òî df = fd (ò.å., diL ◦ f i = f i+1 ◦ diK). Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ
âûãëÿäèò òàê:

. . . // Ki−1 di−1
K //

f i−1

��

Ki
diK //

f i

��

Ki+1
di+1
K //

f i+1

��

. . .

. . . // Li−1
di−1
L // Li

diL // Li+1
di+1
L // . . .

Ñî âñÿêèì ìîðôèçìîì êîìïëåêñîâ ñâÿçàí ìîðôèçì íà êîãîìîëîãèÿõ. Ïóñòü

f • : (K•, d•K)→ (L•, d•L)

� ìîðôèçì. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì H i(K)→ H i(L): ïóñòü ýëåìåíò x ∈ Zi ïðåäñòàâëÿåò
êëàññ êîãîìîëîãèé, ñîïîñòàâèì ýòîìó êëàññó êëàññ ýëåìåíòà f i(x) â H i(L). Íåñëîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî âñ¼ êîððåêòíî: f i(x) � êîöèêë è èçìåíåíèå x íà êîãðàíèöó ìåíÿåò f i(x) íà
êîãðàíèöó.

Ìîðôèçì, èíäóöèðóþùèé èçîìîðôèçì â êîãîìîëîãèÿõ, íàçûâàåòñÿ êâàçèèçîìîðôèç-
ìîì, à êîìïëåêñû, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò öåïî÷êà êâàçèèçîìîðôèçìîâ (âîçìîæíî,
èäóùèõ â ðàçíûå ñòîðîíû), � êâàçèèçîìîðôíûìè.

Çàäà÷à 1. Åñëè êîëüöî A � ïîëå, òî ëþáîé êîìïëåêñ êâàçèèçîìîðôåí êîìïëåêñó ñ íóëå-
âûìè äèôôåðåíöèàëàìè, îáðàçîâàííîìó ñâîèìè êîãîìîëîãèÿìè.

Âàæíîå ñðåäñòâî âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé êîìïëåêñîâ � äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü â êîãîìîëîãèÿõ.

Íàáîð ìîäóëåé è ãîìîìîðôèçìîâ K
f−→ L

g−→ M íàçûâàåòñÿ òî÷íîé òðîéêîé, åñëè

êîìïëåêñ 0→K
f−→ L

g−→M→0 òî÷åí (ò.å., f èíúåêòèâíî, g ñþðúåêòèâíî è im(f) = ker(g)).

Íàáîð êîìïëåêñîâ è ìîðôèçìîâ êîìïëåêñîâ K•
f•−→ L•

g•−→M• íàçûâàåòñÿ òî÷íîé òðîéêîé

êîìïëåêñîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî i èìååì òî÷íóþ òðîéêó ìîäóëåé Ki f i−→ Li
gi−→M i. Ìîðôèçìû

f è g èíäóöèðóþò ìîðôèçìû êîãîìîëîãèé H i(K) → H i(L) → H i(M). Îïðåäåëèì òàê
íàçûâàåìûé ñâÿçûâàþùèé èëè ãðàíè÷íûé ãîìîìîðôèçì δi : H i(M)→ H i+1(K).

Ïóñòü x ∈ Zi(M) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ â H i(M). Âîçüì¼ì ëþáîé y ∈ Li òàê, ÷òî g(y) = x,
ïóñòü z = d(y) Ïîñêîëüêó g(z) = gd(y) = dg(y) = d(x) = 0, íàéä¼òñÿ t ∈ Ki+1 òàêîé, ÷òî
f(t) = z. Ïðè ýòîì fd(t) = df(t) = d(z) = dd(y) = 0, çíà÷èò è d(t) = 0. Ïîëîæèì
δ([x]) = [t] ∈ H i+1(K).

0 // Ki+2 f // Li+2

0 // Ki+1 f //

d

OO

Li+1 g //

d

OO

M i+1 // 0

Li
g //

d

OO

M i //

d

OO

0

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññ êîãîìîëîãèé [t] íå çàâèñèò îò ñäåëàííûõ âûáîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñî âñÿêîé òî÷íîé òðîéêîé êîìïëåêñîâ

0→ K•
f•−→ L•

g•−→M• → 0

ñâÿçàíà äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé

. . .→ H i−1(M)
δi−1

−−→ H i(K)
Hi(f)−−−→ H i(L)

Hi(g)−−−→ H i(M)
δi−→ H i+1(K)→ . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, òî÷íîñòü â ÷ëåíå

H i(L)
Hi(g)−−−→ H i(M)

δi−→ H i+1(K).

Âî-ïåðâûõ, δH(g) = 0. Ïóñòü x ∈ Zi(L), òîãäà H i(g)([x]) = [g(x)], è ïî ïîñòðîåíèþ ñâÿ-
çûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà δ([g(x)]) = 0, òàê êàê d(x) = 0. Âî-âòîðûõ, ker δ = imH(g).
Ïóñòü x ∈ Zi(M) ïðåäñòàâëÿåò êëàññ â H i(M) è δ([x]) = 0, à y, z, t � êàê â îïðåäåëåíèè
δ. Òàê êàê [t] = 0, t = d(s) äëÿ s ∈ Ki, ïîëîæèì y′ = f(s). Çàìåòèì, ÷òî d(y − y′) =
z − df(s) = z − fd(s) = z − f(t) = z − z = 0 è g(y − y′) = x − gf(s) = x, ñëåäîâàòåëüíî
[x] = H i(g)([y − y′]) ∈ imH(g).

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðüòå òî÷íîñòü äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îñòàëüíûõ ÷ëåíàõ.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èíúåêòèâíûé èëè ñþðúåêòèâíûé (ïî÷ëåííî) ìîðôèçì êîì-
ïëåêñîâ ìîæíî äîïîëíèòü äî òî÷íîé òðîéêè êîìïëåêñîâ. Ïðîèçâîëüíûé ìîðôèçì êîì-
ïëåêñîâ f • : K• → L• äîïîëíèòü äî òî÷íîé òðîéêè íåëüçÿ, îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷-
íóþ òðîéêó, äëÿ êîòîðîé ñâÿçûâàþùèå ãîìîìîðôèçìû â êîãîìîëîãèÿõ áóäóò ñîâïàäàòü
ñ ãîìîìîðôèçìàìè, èíäóöèðîâàííûìè f •. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ êî-
íóñîì ìîðôèçìà.

Ñäâèãîì êîìïëåêñà (K•, d•) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ (K[1]•, d[1]•), ãäå K[1]i = Ki+1, d[1]i =
−di+1 (îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñìåíó çíàêà!) Ñäâèãè íà ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåïåðü îïðåäåëèì êîíóñ. Ïîëîæèì Ci = Ki+1 ⊕ Li, îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëû

diC(ki+1, li) = (−d(ki+1), f(ki+1) + d(li)).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷èòñÿ êîìïëåêñ, îí îáîçíà÷àåòñÿ C(f)• è íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ìîð-
ôèçìà f . Èìåþò ìåñòî åñòåñòâåííûå ìîðôèçìû a• : L• → C(f)• è b• : C(f)• → K[1]•, îíè
îáðàçóþò òî÷íóþ òðîéêó

0→ L
a−→ C(f)

b−→ K[1]→ 0.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ñâÿçûâàþùèå ãîìîìîðôèçìû H(K) → H(L) äëÿ óêàçàííîé òî÷íîé
òðîéêè ñîâïàäàþò ñ ãîìîìîðôèçìàìè, èíäóöèðîâàííûìè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Zi+1(K). Ïî ïîñòðîåíèþ ñâÿçûâàþùåãî ãîìîìîðôèçìà áåð¼ì
y = (x, 0) ∈ C(f)i, z = dC((x, 0)) = (−d(x), f(x)) = (0, f(x)), t = f(x) ∈ Zi+1(L), çíà÷èò
δ([x]) = [t] = [f(x)].

Êàê âû÷èñëÿòü êîãîìîëîãèè êîìïëåêñà? Îäèí èç ñïîñîáîâ � äîêàçàòü, ÷òî îíè íóëåâûå.
Ñðåäè âñåõ êîìïëåêñîâ c íóëåâûìè êîãîìîëîãèÿìè ïðîùå âñåãî óñòðîåíû ñòÿãèâàåìûå.

Ìîðôèçì êîìïëåêñîâ f • : K• → L• íàçûâàåòñÿ ãîìîòîïíûì íóëþ, åñëè ñóùåñòâóåò
íàáîð ìîðôèçìîâ hi : Ki → Li−1, äëÿ êîòîðûõ

f = dh+ hd,

ò.å., f i = di1hi + hi+1di. Äâà ìîðôèçìà f •, g• : K• → L• ãîìîòîïíû, åñëè èõ ðàçíîñòü
ãîìîòîïíà íóëþ. Î÷åâèäíî, ãîìîòîïíûå íóëþ ìîðôèçìû îáðàçóþò ïîäãðóïïó, à ãîìîòîïèÿ
� îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷åíèå: f • ∼ g•.

Çàäà÷à 4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå: ãîìîòîïíûå íóëþ ìîðôèçìû îáðàçóþò èäåàë.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ãîìîòîïíûå ìîðôèçìû f •, g• : K• → L• èíäóöèðóþò îäèíàêîâîå îòîá-
ðàæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f − g = dh + hd, à x ∈ Zi(K). Òîãäà H(f)([x]) = [f(x)] = [g(x) +
dh(x) + hd(x)] = [g(x)] + [dh(x)] = [g(x)], òàê êàê êëàññ êîãðàíèöû dh(x) òðèâèàëåí.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f • : K• → L• � ìîðôèçì. Ïðîâåðüòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

K
f−→ L

a−→ C(f)
b−→ K[1]

f [1]−−→ L[1]

êîìïîçèöèè af è f [1]b ãîìîòîïíû íóëþ.
Êîìïëåêñ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìûì èëè ãîìîòîïíûì íóëþ, åñëè åãî òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå â ñåáÿ ãîìîòîïíî íóëþ. Êîìïëåêñû K• è L• íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò f • : K• → L• è g• : L• → K• òàêèå, ÷òî fg ∼ IdL, gf ∼
IdK .

Òèïè÷íûé ïðèìåð ñòÿãèâàåìîãî êîìïëåêñà � êîìïëåêñ âèäà

(1) . . . 0→M
1M−−→M → 0 . . .

Âåðíî è îáðàòíîå:
Çàäà÷à 6. Ëþáîé ñòÿãèâàåìûé êîìïëåêñ åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ñäâèãîâ êîìïëåêñîâ âèäà (1).
Çàäà÷à 7. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñòÿãèâàåìûé êîìïëåêñ àöèêëè÷åí, à ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûå êîìïëåêñû êâàçèèçîìîðôíû.

Çàäà÷à 8. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìîðôèçì êîìïëåêñîâ � a) êâàçèèçîìîðôèçì⇔ åãî êîíóñ àöèê-
ëè÷åí; b) ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ⇔ åãî êîíóñ ñòÿãèâàåì.

Ïóñòü K• è L• � êîìïëåêñû. Îïðåäåëèì êîìïëåêñ ìîðôèçìîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì

Hom(K,L)i =
∏
n

Hom(Kn, Ln+i),

à äèôôåðåíöèàë di ïåðåâîäèò ñåìåéñòâî (fn) ∈ Hom(K,L)i â ñåìåéñòâî (gn) ∈ Hom(K,L)i+1,

gn = dfn − (−1)ifn+1d.

Çàäà÷à 9. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî äèôôåðåíöèàë. b)×òî òàêîå öèêëû, ãðà-
íèöû è êîãîìîëîãèè â êîìïëåêñå ìîðôèçìîâ?

Íàêîíåö, ìû âû÷èñëèì ãîìîëîãèè Bar-ðåçîëüâåíòû è (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ) êîìïëåêñà
Êîøóëÿ. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ hi : K

i → Ki+1:

hi(b0 ⊗ . . .⊗ bi+1) = 1⊗ b0 ⊗ . . .⊗ bi+1

çàäàþò ãîìîòîïèþ òîæäåñòâåííîãî ìîðôèçìà Bar-ðåçîëüâåíòû íóëþ. Ïîëó÷àåì, ÷òî Bar-
ðåçîëüâåíòà ñòÿãèâàåìà è òåì ñàìûì àöèêëè÷íà (îòìåòèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ãîìîòîïèþ
â êàòåãîðèè ïðàâûõ B-ìîäóëåé, à íå áèìîäóëåé, íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé ýòî íå
âàæíî).

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ Êîøóëÿ äëÿ ñâîáîäíîãî êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîãî ìîäóëÿ M =
A⊕r = ⊕r1Aei. Ýëåìåíò m èìååò âèä m1e1 + . . .+mrer, mi ∈ A.
Çàäà÷à 10. a) Çàïèøèòå äèôôåðåíöèàë â êîìïëåêñå Êîøóëÿ "â êîîðäèíàòàõ".

b)Ïðîâåðüòå, ÷òî åñëè â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèàëà êîìïëåêñà Êîøóëÿ ïîëîæèòü −∧m
âìåñòî m ∧ −, òî ïîëó÷èòñÿ èçîìîðôíûé êîìïëåêñ.

Äâîéñòâåííûì êîìïëåêñîì ê êîìïëåêñó (K•, d•) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ (K∗•, d∗•), äëÿ
êîòîðîãî K∗i = HomA(K−i, A), à d∗i = (d−i−1)∗.

c) Âû÷èñëèòå äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ ê êîìïëåêñó Êîøóëÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî 1 6 i 6 r ýëåìåíòmi � íå äåëèòåëü íóëÿ âA/(m1, . . . ,mi−1)

(â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m1, . . . ,mr íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé).
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Ïðåäëîæåíèå 4. Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîìïëåêñ Êîøóëÿ K(m) èìååò íóëåâûå
êîãîìîëîãèè ïðè i 6= r, à Hr(K(m)) = A/(m1, . . . ,mr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî èíäóêöèè ïî r. Ïðè r = 1 î÷åâèäíî. Ïåðåéä¼ì îò r−1 ê r. Çàïèøåì
m = m′+mrer. Â êîìïëåêñå Êîøóëÿ K(m) åñòü ïîäêîìïëåêñ K(m′)∧er[−1], ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ôàêòîðêîìïëåêñ èçîìîðôåíK(m′). Ðàññìîòðèì äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â êîãîìîëîãèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷íîé òðîéêå

0→ K(m′) ∧ er[−1]→ K(m)→ K(m′)→ 0.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíà íóëåâàÿ çà èñêëþ÷åíèåì êóñêà

0→ Hr−1(K(m))→ Hr−1(K(m′))
δ−→ Hr(K(m′) ∧ er[−1]) = Hr−1(K(m′))→ Hr(K(m))→ 0.

Ñâÿçûâàþùèé ãîìîìîðôèçì � ýòî óìíîæåíèå íà ±mr. Äåéñòâèòåëüíî, K
r−1(m′) ïîðîæ-

äåíà îáðàçóþùèì x = e1 ∧ . . . ∧ er−1, âûáèðàåì y = e1 ∧ . . . ∧ er−1 ∈ Kr−1(m), ïîëó÷àåì
z = d(y) = m ∧ y = ±mre1 ∧ . . . ∧ er, çíà÷èò t = ±mrx ∧ er ∈ Kr−1(m′) ∧ er. Ò.î., êóñîê
äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

0→ Hr−1(K(m))→ A/(m1, . . . ,mr−1)
±mr−−→ A/(m1, . . . ,mr−1)→ Hr(K(m))→ 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ââèäó òîãî, ÷òî mr � íå äåëèòåëü íóëÿ â A/(m1, . . . ,mr−1).
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