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Ðÿäû: ÷èñëîâûå è ñòåïåííûå

1. Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ìîíîòîííî ñòðåìÿùàÿñÿ
ê íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

∑∞
n=0 an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäòèñÿ ðÿä∑∞

n=0 2
na2n .

2. Äîêàæèòå èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ïóñòü f(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ
ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íà [1,+∞) ôóíêöèÿ. Òîãäà ðÿä

∑∞
n=1 f(n) ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë limy→∞
∫ y

1
f(x) dx.

3. Èññëåäóéòå ñëåäóþùèå ðÿäû íà ñõîäèìîñòü: (à)
∑∞

n=1
1

n1+δ , δ > 0; (á)
∑∞

n=2
1

n lnn
;

(â)
∑∞

n=3
1

n lnα n
(ïðè ðàçëè÷íûõ α).

4. (à) Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, an 6= 0, ÷òî ðÿäû
∑
an è

∑
1

n2an
ñõîäÿòñÿ? (á) Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü ïîëîæèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}?

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä
∑∞

n=0 an ñõîäèòñÿ, òî
∑∞

n=0 ant
n →

∑∞
n=0 an ïðè t→ 1− 0.

6. Íàéäèòå ñóììó ðÿäîâ: (à)
∑∞

n=1
sinnx

n
; (á)

∑∞
n=1

cosnx
2n−1 .

(Óêàçàíèå: ìîæåòå âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.)
7. Ïðèäóìàéòå ñòåïåííûå ðÿäû, îáëàñòè ñõîäèìîñòè êîòîðûõ (à) {0}; (á) [−R,R]; (â)

[−R,R); (ã) (−R,R).
8. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäîâ äëÿ ïðîèçâîäíûõ íàéäèòå ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà

äëÿ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (à) arctg x, arcctg x; (á) arcsinx, arccosx.
9. Íàéäèòå ñóììû ðÿäîâ: (à)

∑∞
n=1

xn

n(n+1)
; (á)

∑∞
n=1 n(n+ 1)xn.

10. Íàéäèòå ñóììû ÷èñëîâûõ ðÿäîâ: (à)
∑∞

n=1
n
2n
; (á) 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ . . ..

11. Äîêàæèòå, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(x) =
∑∞

n=1
1
nx

íåïðåðûâíà â îáëàñòè x > 1
è èìååò â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà ôóíêöèè f : R→ R ýêâèâàëåíòíû:
(1) f(x) = O(x) ïðè x→ 0;
(2) äëÿ ëþáîãî àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∑
an ðÿä

∑
f(an) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ;

(3) äëÿ ëþáîãî àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
∑
an ðÿä

∑
f(an) ñõîäèòñÿ.


