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Êðàòíûå èíòåãðàëû

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(à)
∫
[0,1]n max(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn; (á)

∫
[0,1]n min(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

2. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà:

(à)
∫ 1
0 xdc(x); (á)

∫ 1
0 exdc(x),

ãäå c(x) � êàíòîðîâà ëåñòíèöà.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f(x, y), ÷òî îáà äâîéíûõ èíòåãðàëà∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dy

)
dx 6=

∫ 1

0

(∫ 1

0
f(x, y)dx

)
dy

ñóùåñòâóþò è ðàçëè÷íû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy

(x2 + y2)2
dxdy

îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà ñóùåñòâóþò è âåëè÷èíû èõ ñîâïàäàþò, íî äâîéíîé èíòåãðàë íå ñóùåñòâóåò.

5. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë Ïóàññîíà I =
∫ +∞
0 e−x

2
dx.

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå âåëè÷èíó I2 =
∫ +∞
0 e−x

2
dx·
∫ +∞
0 e−y

2
dy, çàïèøèòå åå â âèäå äâîéíîãî

èíòåãðàëà è ïåðåéäèòå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.)

6. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ôóáèíè è ïîëîæèòåëüíîñòü èíòåãðàëà îò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè,

äàéòå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
,

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû.

7. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ñâåðòêà

(f ∗ g)(x) =
∫
R
f(t)g(x− t)dt

ñóùåñòâóåò è èíòåãðèðóåìà íà R ïî Ëåáåãó äëÿ ïî÷òè âñåõ x.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïîä âåðîÿòíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ îòíîøåíèå ìåðû ïîëîæèòåëüíûõ èñõîäîâ

ê ìåðå âñåãî ïðîñòðàíñòâà èñõîäîâ.

8. Íà îòðåçêå [a, b] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå M
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå áîëüøå M?

9. Íà îòðåçêå [0, a] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ òðè ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

îíè ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà?

10. Íà îòðåçêå [−a, a] ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ äâå òî÷êè u, v.
(à) ×òî âåðîÿòíåå: êîðíè óðàâíåíèÿ z2 + uz + v = 0 ëåæàò íà âåùåñòâåííîé îñè (âåðîÿòíîñòü

P1(a)) èëè êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ëåæàò íà âåùåñòâåííîé îñè (âåðîÿòíîñòü P2(a))? Ê ÷åìó

ñòðåìÿòñÿ âåðîÿòíîñòè P2(a)? Ê ÷åìó ñòðåìÿòñÿ âåðîÿòíîñòè P1(a), P2(a) ïðè a→ +∞?

(á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå z4+uz2+v = 0 èìååò êàê âåùåñòâåííûå,
òàê è êîìïëåêñíûå êîðíè?


