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Ïðîñòðàíñòâî L2, ðÿäû Ôóðüå

1. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ‖u‖ =
√
(u, u) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû. (á) Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: |(u, v)| 6 ‖u‖ · ‖v‖.
2. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u è v âûïîëíåíî ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàìà:

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà:

Pn(t) =

√
2n+ 1

2

1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 0, 1, . . .

îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2[−1, 1].
4. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé 1, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . . îðòîãîíàëüíà â L2([−π, π]).
5. Ïîêàæèòå, ÷òî

∑∞
n=1

1
n2 = π2

6 .

(Óêàçàíèå: ïðèìåíèòå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ê ôóíêöèè f(x) = x â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] ñ
îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé {sin kx, k ∈ N}.)

6. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = π−x
2 â ðÿä Ôóðüå íà ïðîìåæóòêå [0, 2π). Ïîñòðîéòå

ãðàôèê ñóììû ðÿäà Ôóðüå.

7. Ñ ïîìîùüþ ðÿäà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ ñóììû ðÿäà

S(x) =

∞∑
n=1

cosnx

n2
.

8. Çíàÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå a0, an, bn ôóíêöèè f(x), èìåþùåé ïåðèîä 2π, ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ñèñòåìå çàäà÷è 4 â L2[−π, π], íàéäèòå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

(à) ñäâèíóòîé ôóíêöèè f(x+ h), h = const;

(á) óñðåäíåííîé ôóíêöèè fh(x) =
1
2h

∫ x+h
x−h f(t)dt, h > 0.

9. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, π] è èìååò íà íåì ïðîèçâîäíóþ f ′,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò L2[0, π]. Ïóñòü âûïîëíåíî ëþáîå èç óñëîâèé:

∫ π
0 f(x)dx = 0 èëè f(0) = f(π).

Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: ∫ π

0
(f(x))2dx 6

∫ π

0
(f ′(x))2dx

â êîòîðîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè f(x) = a cosx èëè f(x) = b sinx.
10. Ïóñòü f(x) ∈ L2(R) è xf(x) ∈ L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ∈ L1(R).


