îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô

í. ü. ëáúáòñî ëõòó äéææåòåîãéáìøîïê çåïíåôòéé (2001|2002)

íãîíï 2002 œŒÅÄÅÎÉÅ

ôÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÚÕÞÁÅÔ ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÉÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ | ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÅÔÒÉË, ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ, É Ô.Ð., ÞÔÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑÍ ÎÁÄ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ. ðÒÉÚÎÁŒÁÑ ÓÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÅÎÉÑ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ŒÓÅ ÓÉÌØÎÅÅ ÏÝÕÝÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒÌÉÑÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ËÁË ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ ÐÒÉ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏŒÁÎÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂSSÅË- ÔÁÍÉ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ¸ ∈ T_xM^n. éÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

1) ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ (¸_1; : : : ; ¸_n), ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÈ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ;

2) ËÌÁÓÓ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉŒÙÈ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ x;

3) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ, Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸: C^∞(M) → R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ¸(fg) = ¸(f)g + f¸(g).

ðÅÒŒÏÅ ÅÓÔØ ÂÀÒÏËÒÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÍÅÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÁ ÄÅÌÁ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ. œÏÏÂÝÅ, ÓÔÏÌØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÅ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ É ÍÅÈÁÎÉËÅ ÎÅÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÁË ÔÏ ĂÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ T^{i1;:::;iq}_{j1;:::;jq} , ÐÒÉÞÅÍ(?!) ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ- ÀÔÓÑ. . . Ą ÓÐÏÓÏÂÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓËÒÙÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÑŒÌÅÎÉÑ. ïÎÉ ÐÒÉ- ŒÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ Ë ÐÕÔÁÎÉÃÅ É ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÌÉÛØ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ, ÏÄÎÁËÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÇÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ŒÓÐÏ- ÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

œÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, ÏÄÎÁËÏ ÏÎÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÁÍËÁÍÉ É ÐÌÏÈÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÏ ÄÌÑ ÎÕÖÄ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÑÓ- ÎÏ, ËÁË ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ Œ ÍÙÛÌÅÎÉÉ ÐÒÏÞÎÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ ËÁË ĂÓÔÒÅÌÏÞËÉĄ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÎÉÞÕÔØ ÎÅ ÕÓÔÕÐÁÅÔ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÈÏÔÑ É ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ, ËÏÎÃÅÐÔÕÁÌØÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ. ïÎÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÉÓÐÏÓÁÂÌÉŒÁÅÔÓÑ Ë ËÏÌØÃÁÍ É ÍÏÄÕÌÑÍ, ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÉÍ ÏÔ ËÏÌÅÃ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏŒ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÉ ÄÉÏÆÁÎÔÏ- ŒÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÄÕËÔÉŒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ.

ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ËÕÒÓÁ ÓÌÕÖÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÚÎÁËÏÍÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍÉ ÐÏÎÑÔÉ- ÑÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ É ÏÂÕÞÅÎÉÅ ŒÌÁÄÅÎÉÀ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÔÒÅÈ ÑÚÙ- ËÏŒ | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ- ÂÀÒÏËÒÁÔÉÞÅÓËÉÍ. œ ÉÄÅÁÌÅ ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ!) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÑÚÙËÏŒ. ðÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ Ó ÏÓÎÏŒÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÈ, ŒËÌÀÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ É ÆÏÒÍÕÌÕ óÔÏËÓÁ.

© í. ü. ëÁÚÁÒÑÎ, 2002

1. ëÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

éÎÔÕÉÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÆÏÒÍÅ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ r: R → R^n ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, |x|^2 = ∑ x^2_i . äÌÉÎÁ ÄÕÇÉ r(t), a ¡ t ¡ b, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

l(a; b) =

∫_b a |r^′| dt =

∫_b a ( ∑ x^{′2}_i )^{1=2} dt :

üÌÅÍÅÎÔ ÄÌÉÎÙ dl = |r^′| dt ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ËÒÉŒÏÊ. üÔÏ ĂÐÏÞÔÉĄ 1- ÆÏÒÍÁ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ĂÎÁÓÔÏÑÝÕÀĄ 1-ÆÏÒÍÕ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ËÒÉŒÏÊ É ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË Õ dl, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ËÒÉŒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ r(b) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÕ l(a; b). ôÁËÁÑ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ. åÓÌÉ ø | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÔÏ dl = dø , | _r| = 1 (ÔÏÞËÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ). äÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ( _r; -r) = 0, Ô.Å. _r ⊥ -r. óËÏÒÏÓÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ k = |-r| ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ, R = k^{−1} | ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 1.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ R.

úÁÄÁÞÁ 1.2. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ.

ãÅÎÔÒ ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÎÔÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜŒÏÌÀÔÕ. œ ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÏÐÔÉËÅ ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÁÕÓÔÉËÏÊ ÉÌÉ ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 1.3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ Á) ÐÁÒÁÂÏÌÙ; Â) ÜÌÌÉÐÓÁ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ Œ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 1.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÀ S(t) = |r(t) − q|^2 ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ R^2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) q ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ËÒÉŒÏÊ ⇔ S^′(t) = 0 (Ô.Å. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ q, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ r(t), ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ);

Â) q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ ⇔ S^′ = S^{′′} = 0 (Ô.Å. ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ Ó ËÒÉŒÏÊ);

Œ) r(t) Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ⇔ S^′ = S^{′′} = S^{′′′} = 0 (Ô.Å. Œ ÔÏÞËÁÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 1.5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÜŒÏÌÀÔÕ Á) ÐÁÒÁÂÏÌÙ; Â) ÜÌÌÉÐÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 1.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜŒÏÌÀÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ. Â) Œ ÇÌÁÄËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÜŒÏÌÀÔÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌÅÊ ËÒÉŒÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜŒÏÌÀ- ÔÁ | ÏÇÉÂÁÀÝÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÏÒÍÁÌÅÊ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ. œÙÐÕËÌÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ËÒÉ- ŒÉÚÎÙ.

ëòéœùå îá ðìïóëïóôé é œ ðòïóôòáîóôœå 3

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ k^′ = −R^′=R^2 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ r(t) = (x(t); y(t)) ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÔÎÏ).

ðÕÓÔØ n(t) | ŒÅËÔÏÒ ŒÎÅÛÎÅÊ ÎÏÒÍÁÌÉ. ôÏÇÄÁ n^′ = kr^′ (ÐÏÞÅÍÕ?) É

(kr − n)^′ = k^′r + kr^′ − n^′ = k^′r = (k^′x; k^′y) ;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ k^′ dt = dk, k^′x dt = dX, k^′y dt = dY ÔÏÞÎÙ, ÇÄÅ X; Y | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ kr − n, ÔÏ ÅÓÔØ ∫ k^′(ff + fix(t) + fly(t)) dt = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ ff; fi; fl :

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ k^′ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁ- ËÁ (ÚÎÁÞÉÔ, ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ). ðÏÄÂÅÒÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ) ÆÕÎËÃÉÀ ff+fix+fly Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÁÑ ÎÕÌÅŒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉŒÏÊ. ôÏ- ÇÄÁ k^′(t)(ff+fix(t)+fly(t)) | ÚÎÁËÏÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ, É ∫ k^′(ff+fix+fly) dt ≠ 0.

ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

ôÏÞËÁ ÎÁ ËÒÉŒÏÊ r: R → R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÐÌÏÝÁÀÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ŒÅËÔÏÒÁ r^′; r^{′′}; : : : ; r^{(n)} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÌÑ ÏÂÝÅÊ ËÒÉŒÏÊ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÕÐÌÏÝÁ- ÀÝÉÅÓÑ, Á ÔÏÞËÉ ÕÐÌÏÝÅÎÉÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. œ ÎÅÕÐÌÏÝÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÏÐÒÏŒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÆÌÁÇ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ. i-Ñ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ r^′; r^{′′}; : : : ; r^{(i)}.

úÁÄÁÞÁ 1.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÕÐÌÏÝÅÎÉÑ É ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ. ðÏÞÅÍÕ ÏÎÉ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ?

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÒÅÐÅÒÏŒ æÒÅÎÅ {e_i} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉ- ÅÊ ÒÅÐÅÒÏŒ r^′; r^{′′}; : : : ; r^{(n)}. ðÅÒŒÙÅ i ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÅÐÅÒÁ æÒÅÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀ- ÝÕÀÓÑ k-ÐÌÏÓËÏÓÔØ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ŒÎÏŒØ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÂÁÚÉÓÕ, e^′_i = ∑ a_{ij} e_j. îÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ {a_{ij} } ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÓÏÓÅÄÎÅÊ Ó ÇÌÁŒÎÏÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ e^′_i ÌÅÖÉÔ Œ (i+1)-Ê ÓÏÐÒÉËÁ- ÓÁÀÝÅÊÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ æÒÅÎÅ:

e^′_i = −k_{i−1}e_{i−1} + k_ie_{i+1}; i = 1; : : : ; n; (k_0 = k_{n+1} = 0; e_0 = e_{n+1} = 0):

æÕÎËÃÉÉ k_i, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÓÛÉÍÉ ËÒÉŒÉÚÎÁÍÉ. ðÒÉ n = 3 ÉÍÅÅÍ

_e_1 = ke_2; _e_2 = −ke_1 + κe_3; _e_3 = −κe_2:

üÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ 2-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÒÉŒÏÊ (ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ e_3) Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ŒÏËÒÕÇ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ó ÕÇÌÏŒÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ k_2 = κ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ËÒÕÞÅÎÉÅÍ.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ k_1(ø ); : : : ; k_n(ø ), k_1(ø ) ¿ 0, k_i(t) ≠ 0, ÚÁÄÁ- ÅÔ ËÒÉŒÕÀ, ËÒÉŒÉÚÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ (ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÒÅÐÅÒÁ æÒÅÎÅ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÙÓÛÉÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 1.8. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ É ËÒÕÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÙÈ Á) (a cos t; a sin t; bt); Â) e^t(cos t; sin t; 1); Œ) (t^3 + t; t^3 − t; √ 3t^2);

Ç) 3x^2 + 15y^2 = 1, z = xy.

úÁÄÁÞÁ 1.9. ïÐÉÛÉÔÅ ËÒÉŒÙÅ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ É ËÒÕÞÅÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 1.10. äÌÑ ËÁËÉÈ ËÒÉŒÙÈ k ≡ 0? κ ≡ 0?

úÁÄÁÞÁ 1.11. ëÒÉŒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÆÅÒÅ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉŒÁÑ | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

2. ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ u^1; : : : ; u^n ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ g = ‖g_{ij} ‖, ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ. úÎÁÞÅÎÉÅ g ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ ¸ = ¸^1@_u1 + : : : + ¸^n@_un ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ g(¸) = g_{ij} ¸^i¸^j (ÚÎÁË ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÏÐÕÝÅÎ). òÉÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ g_{ij} du^idu^j . œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ du^i ÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ:

g_{kl}(u)du^kdu^l = g_{kl}(u(v))

@u^k @v^i dv^i

@u^l @v^j dv^j = g^′_{ij} (v)dv^idv^j ; Ô.Å. g^′_{ij} (v) = g_{kl}(u(v))

@u^k @v^i

@u^l @v^j : úÁÄÁÞÁ 2.1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ dx^2 + dy^2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ R^3, ÇÄÅ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ Œ R^3 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ. îÁÓÌÅÄÕÅÍÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ⊂ R^3 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÅÅ ÐÅÒŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÚÁ- ÄÁÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, (u^1; u^2) → r(u^1; u^2), ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ g_{ij} = (r_i; r_j );

ÇÄÅ r_i =^{@r}_{@ui} , É (·; ·) | ÏÂÙÞÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ R^3.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÅÒŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ) ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ Ï ÅÅ ŒÌÏÖÅÎÉÉ Œ R^3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÙŒÁ- ÅÍÙÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÅÒŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÔ Ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. éÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÑÓÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÇÉÂÁÎÉÉ ÌÉÓÔËÁ ÂÕÍÁÇÉ ÅÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ðïœåòèîïóôé 5

ÄÌÉÎ, ÕÇÌÏŒ, ÐÌÏÝÁÄÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ ÐÌÏÝÁÄÉ dœ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËÁ- ÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÒÁŒÎÁ 1. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ O(2) ÒÁŒÅÎ ±1, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ dœ = ± √ |g| du^1 ∧ du^2, ÇÄÅ |g| = det ||g_{ij} ||. úÎÁË ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. éÔÁË, ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ fl É ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÌÁÓÔÉ D ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ L = ∫ fl | _r| dt = ∫ fl √ g_{ij} (u(t)) _u^i _u^j dt ; S = ∫ D √ |g| du^1 ∧ du^2 :

ë ŒÎÅÛÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÑÔ ÅÅ ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ h, ÉÚÍÅÒÑÀÝÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÔ ÓŒÏÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ n_0 Œ ÔÏÞËÅ r(u_0) ∈ M É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌØ ËÁË ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ M, f(u) = (r(u); n_0). œ ÔÏÞËÅ u_0 ÐÅÒŒÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÌÏÖÉÍ h(u_0) = d^2f(u_0), ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ. úÎÁÞÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ h ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ ¸; ȷ ÒÁŒÎÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ h(¸; ȷ) = ¸ȷf(u_0) = (¸ȷr; n_0) Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ u_0. åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Oxyz ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy ÂÙÌÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë M Œ ÔÏÞËÅ O, ÔÏ Œ ÔÁËÉÈ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ z = f(x; y). ôÏÇÄÁ x; y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÎÁ M, É Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÔÏÞËÅ

h = f_{xx} dx^2 + 2f_{xy} dx dy + f_{yy} dy^2; ÇÄÅ f_{xx} =

@^2f @x^2

É Ô.Ä.

éÔÁË, ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_{u0} M ÉÍÅÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ g, É ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ h. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k_1; k_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ ËÒÉŒÉÚÎÁÍÉ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ | ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ K = k_1k_2 = det ||h_{ij} ||= det ||g_{ij} || | ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ,^1_2 (k_1 + k_2) | ÓÒÅÄÎÑÑ ËÒÉŒÉÚÎÁ.

ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ (ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ), ÅÓÌÉ K ¿ 0 (ÇÌÁŒ- ÎÙÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË), É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ K ¡ 0. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÎÏÓÔÉ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÐÁÒÁÂÏ- ÌÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÉÅÊ, ÇÄÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÒÉŒÉÚÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ Ătheorema egregiumĄ (ĂÂÌÉÓÔÁÔÅÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁĄ) çÁÕÓÓÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ, ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÐÏÚÖÅ.

úÁÄÁÞÁ 2.2. äÌÑ ÓÆÅÒÙ x^2 + y^2 + z^2 = R^2 Á) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ. ðÅÒÅÐÉÛÉÔÅ ÅÅ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÈ; Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅË- ÃÉÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1); Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ;

Â) ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ æ; Œ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ŒÔÏÒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÇÁÕÓÓÏŒÕ É ÓÒÅÄÎÀÀ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

ðÓÅŒÄÏÓÆÅÒÏÊ, ÉÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ìÏÂÏÞÅŒÓËÏÇÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÓËÁÖÅÍ, z ¿ 0) ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ z^2 − x^2 − y^2 = 1. íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÐÓÅŒ- ÄÏÓÆÅÒÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÅ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ dx^2 + dy^2 − dz^2. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 0; −1) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÕ Œ ËÒÕÇ x^2 + y^2 ¡ 1 (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ). äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ w = i(1−z)=(1+z), ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÒÕÇ |z|^2 ¡ 1 Œ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Im w ¿ 0 (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ).

úÁÄÁÞÁ 2.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÅ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÅÔÒÉËÏÊ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÍÏÄÅÌÑÈ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ.

úÁÄÁÞÁ 2.4. (æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ.) œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l, ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÕÇÏÌ ff Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ Œ ÔÏÞËÅ p ËÒÉŒÏÊ, ŒÙÓÅËÁÅÍÏÊ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ˘, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ l, ÅÓÌÉ

Á) ˘ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÏÒÍÁÌØ; Â) ˘ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÕÇÏÌ fi Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ.

çÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G: M → S^2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ x ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ n_x, ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÎÙÊ Œ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ T_xM É T_{nx} S^2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ G_∗ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ T_xM.

úÁÄÁÞÁ 2.5. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ h_x(¸; ¸) = (G_∗¸; xi).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G_∗ ÓÌÕÖÁÔ −k_1; −k_2, É ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ K ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÑËÏÂÉÁÎÏÍ det G_∗ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÎÅÊ S_q(x) = ‖x − q‖^2 ËŒÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ q.

úÁÄÁÞÁ 2.6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ q ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ S_q;

Â) ÜÔÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÇÅÓÓÉÁÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ q ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1=k ÏÔ x (Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ), ÇÄÅ k | ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ËÒÉŒÉÚÎ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ S_q ÉÍÅÅÔ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ËÁÕÓÔÉ- ËÏÊ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ËÁÕÓÔÉËÉ (ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÉ 1=k_1, 1=k_2 ÏÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ). ëÁÕÓÔÉËÁ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 2.7. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ËÁÕÓÔÉËÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1=2) ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ:

Á) z = x^2 − y^2 + x^3; Â) z = x^2 − y^2;

Œ) z = x^2 + x^3 + 2x^2y; Ç) z = x^2 + y^2 + x^3 ± xy^2.

íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÁÕÓÔÉË ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÉÓ- ÞÅÒÐÙŒÁÀÔ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÁÕÓÔÉË ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ÔÏÞÅË ËÁÕÓÔÉËÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÁÕÓÔÉË ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ.

îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ R^3!). üÔÏ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ k_1 = k_2. ôÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 2.8. Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ z = x^2 + y^2 + x^3 + axy^2 ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a. óËÏÌØËÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÄÅÌÁÅÔ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ÏÍÂÉÌÉ- ÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ?

óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÅÖÉËÅ ÓÕÍÍÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÒÁŒÎÁ ÅÅ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÕÍ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÉÎ- ÄÅËÓ ÐÏÌÑ ËÒÅÓÔÉËÏŒ Œ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÅÎ ±1=2. ðÏÜÔÏÍÕ (ÈÏÔØ ÐÏÌÅ ËÒÅÓÔÉ- ËÏŒ É ÎÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ) ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË. þÉÓÌÏ 4 Œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï 4 ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÉÍÅÅÔ, ÐÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ, ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ. åÓÌÉ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÔÙÒÅÈ. óÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ŒÒÅ- ÍÅÎÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÊ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ. (üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ.)

úÁÄÁÞÁ 2.9. óËÏÌØËÏ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÅ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÏÌÕÏÓÑ- ÍÉ? úÁÄÁÞÁ 2.10. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ.

3. óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ É Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ

œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÕÐÏÍÉÎÁÌÓÑ ÔÅÚÉÓ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM, T_yM Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÈÏÔÑ É ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÐÕÔÉ fl ÎÁ M ÉÚ x Œ y ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁËÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ fl. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÕÔÉ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÉÚÇÉÂÁÔØ Œ R^3, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÅÅ ÍÅÔÒÉËÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÅÒÎÕÔØ Œ ËÕÌÅË. äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÕÔÉ, Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÎÏÓ ÄÁÖÅ ÐÏ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÐÅÔÌÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ W ÎÁÄ ÂÁÚÏÊ M ÓÏ ÓÌÏÅÍ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß: W → M, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÁÚÙ M

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ _U : ß^{−1}(U)^∼→ U × F , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏÉ ß^{−1}(x) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÓÌÏÉ {x} × F .

úÁÄÁÞÁ 3.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅÎÔÁ í-ÅÂÉÕÓÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÁ ÎÁÄ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔØÀ ÓÏ ÓÌÏÅÍ ÏÔÒÅÚÏË. (ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ŒÉÄÁ M × F → M, ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.)

äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ _U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÎÁÄ U ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß. ôÒÉŒÉ- ÁÌÉÚÁÃÉÊ ÂÙŒÁÅÔ ÍÎÏÇÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÎÙÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÁÄ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ U. åÓÌÉ ’_U | ÄÒÕÇÁÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÎÅÊ ’^{−1}: U × F → U × F; (x; y) → (x; g_x(y)) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ g_x: F → F , x ∈ U, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ- ŒÁÔØ, ÐÏËÒÙŒ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U_ff É ÕËÁÚÁŒ ÑŒÎÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g^{fffi}_x : F → F , x ∈ U_ff ∩ U_fi ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ.

óÅÞÅÎÉÅ s ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÅ x ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÔÏÞËÕ s(x) ∈ ß^{−1}(x) Œ ÓÌÏÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÅÞÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s: M → W , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ß ∘ s = id. ìÏËÁÌØÎÏ ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ß^{−1}(U) ≃ U × F ÓÅÞÅÎÉÅ s: x → (x; ~s(x)) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÂÁÚÙ Œ ÓÌÏÊ ~s: U → F . ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÑ, É ÄÌÑ ÏÂÝÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. (ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ) ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ n-ÍÅÒÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ C_y ⊂ T_yW Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ, n = dim M, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_y W Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ÓÌÏÀ (ĂŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏĄ) É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C_y (ĂÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏĄ). ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß_∗: T_yW → T_{ß(y)}M ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, Á ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ ÎÁ ÂÁÚÅ M ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ^¸ ÎÁ W , ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ C_y É ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ß_∗ ^¸ = ¸. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ĂÓŒÑÚÙŒÁÅÔĄ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÌÏÉ, ÏÎÁ ÐÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔ, Œ ËÁËÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÁÚÅ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).

óÅÞÅÎÉÅ s ÎÁÄ ËÒÉŒÏÊ fl_t ⊂ M, a ⩽ t ⩽ b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ (ÐÁÒŒÌÌÅÌØÎÙÍ) ŒÄÏÌØ fl, ÅÓÌÉ ÏÎÏ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. óÅÞÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ËÒÉŒÏÊ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁÄ fl: ÅÓÌÉ fl | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÏÌÑ ¸ ÎÁ M, ÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄ fl | ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÐÏÌÑ ^fl. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÅŒ ß^{−1}(fl_a) → ß^{−1}(fl_b), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ.

þÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÅÓÕÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (ŒÅËÔÏÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É Ô.Ð.). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÓÏÈÒÁÎÑÌ ÜÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏÎÑÔÉÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ M = ⋃ U_ff É ÎÁÂÏÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ g_{fffi} : U_ff ∩ U_fi → S^1, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑÍ g_{ffff} = 0 mod 2ß; g_{fffi} + g_{fifl} + g_{flff} = 0 mod 2ß:

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ W ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ŒÉÄÁ U_ff × S^1 (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ’_ff ÎÁ S^1) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÊ

(x; ’_ff) ∼ (x; ’_fi); ÅÓÌÉ x ∈ U_ff ∩ U_fi É ’_ff = ’_fi + g_{fffi} :

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ Œ ß : W → M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÅÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ S^1. îÁ ÓÌÏÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÄŒÉÇÁ (ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ). ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÏ- ŒÏÒÏÔ ŒÓÅÈ ÓÌÏÅŒ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÚÁÄÁÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 = U(1) = SO(2).

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ M | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, W | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ 1. ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ W → M, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ ÔÏÞËÕ ÅÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ.

ôÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÐÏÌÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÐÅÒÏŒ e_1; e_2. œÅËÔÏÒ e_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÕÇÌÏŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ ’ = 0, e_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ’ = ß=2, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ’ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ cos ’ e_1 + sin ’ e_2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØÀ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S^1.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ⊂ R^3. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ W ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R^6 = T R^3. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ W → M ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ Œ R^6).

œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÁÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ U_ff ⊂ M ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ d’_ff + `_ff = 0, ÇÄÅ `_ff | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ. éÚ S^1- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ `_ff ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÓÌÏÑ É ÚÁÄÁÎÁ ÎÁ ÂÁÚÅ

U_ff (ÂÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ÎÕÖÎÏ ÐÉÓÁÔØ d’_ff +ß^∗`_ff = 0). åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ Ó ÕÇÌÏŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ’_fi = ’_ff − g_{fffi} , ÔÏ

d’_fi + `_fi = d’_a − dg_{fffi} + `_fi = d’_a + `_ff:

ïÔËÕÄÁ `_fi = `_ff + dg_{fffi} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ `_ff, ÚÁÄÁÎÎÙÈ Œ ÏÂÌÁÓÔÑÈ U_ff É ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ `_fi = `_ff + dg_{fffi} ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ U_ff ∩ U_fi .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÌÏÂÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ! = d`, ÇÄÅ ` | ÆÏÒÍÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÄÁÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÅÅ ÚÁÍÅÎÅ ÆÏÒÍÁ ` ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ.

õÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÑ s = ’(t) ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl Œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ^{d’}_{dt} + `( _fl) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ

´’ = ∫ fl d’ = − ∫ fl ` : åÓÌÉ ÐÕÔØ fl ÚÁÍËÎÕÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÄÉÓË D, fl = @D, ÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÏËÓÁ

´’ = − ∫ @D ` = − ∫ D ! : œ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÂÁÚÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄŒÕÍÅÒ- ÎÁ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ !(¸_1; ¸_2) ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ÓÌÏÑ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÐÅÔÌÉ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. äÌÑ ÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÌÏÓËÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ `_ff ≡ 0), Á ÚÁÔÅÍ ÓËÌÅÉÔØ ÉÈ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.

åÓÌÉ d’ + `_1 É d’ + `_2 | ÄŒÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ `_1 − `_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ M (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ). é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ `_ff | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ 1-ÆÏÒÍ `_ff + ȷ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÅÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ȷ ∈ ˙^1(M). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ M ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ M, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ˙^1(M).

úÁÄÁÞÁ 3.2. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ ß: S^3 → S^2 ÔÏÞËÅ (z_1; z_2) ∈ S^3 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C^2 = R^4 Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ ||(z_1; z_2)||^2 = |z_1|^2+|z_2|^2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÕ [z_1 : z_2] ∈ C P^1 ∼= S^2 ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ß ÑŒÌÑÅÔÓÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. ïÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

óœñúîïóôø îá òéíáîïœïê ðïœåòèîïóôé 11

Â) óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^3, ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÌÏÑÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ C^2 ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ 1-ÆÏÒÍ ` ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ.

Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÆÏÒÍÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ ! ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

4. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ M | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ß : W → M | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄÌÉÎÙ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ. 1. œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ß ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ (ÎÁÚÙŒÁÅ- ÍÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ). œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÐÏÌÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÒÅÐÅÒÏŒ e_1; e_2, ÅÅ 1-ÆÏÒÍÁ ` ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [e_1; e_2] = −`(e_1) e_1 − `(e_2) e_2:

2. åÓÌÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ŒÌÏÖÅÎÁ Œ R^3, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÙÛÅ.

3. æÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ w = −Kœ;

ÇÄÅ œ | ÆÏÒÍÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, K | ÅÅ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ` = ff_1 u_1 + ff_2 u_2 ÆÏÒÍÙ ` ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ u_1; u_2 1-ÆÏÒÍ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ du_1 = ff_1 œ; du_2 = ff_2 œ; œ = u_1 ∧ u_2 ÉÌÉ ` ∧ u_1 = −du_2; ` ∧ u_2 = du_1:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ff_1 = du_1(e_1; e_2) = e_1 u_1(e_2) − e_2 u_1(e_1) − u_1([e_1; e_2]) = `(e_1), É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ff_2 = `(e_2).

ðÒÉÍÅÒ. îÁÊÄÅÍ ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÍÅÔÒÉËÉ g = dx^2 + 2 cos w dx dy + dy^2, ÇÄÅ w = w(x; y) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, g = (dx + cos w dy)^2 + (sin w dy)^2. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÙ u_1 = dx + cos w dy É u_2 = sin w dy ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ É œ = u_1 ∧ u_2 = sin w dx ∧ dy. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ:

du_1 = − sin w w_x dx ∧ dy = −w_x œ; du_2 = cos w w_x dx ∧ dy = ctg w w_x œ: óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ` = −w_x u_1 + ctg w w_x u_2 = −w_x (dx + cos w dy) + ctg w w_x sin w dy = −w_x dx :

ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ:

! = d` = w_{xy} dx ∧ dy = w_{xy} sin w œ; K = − w_{xy} sin w : □ üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ K = −1, ÅÓÌÉ ÆÕÎË- ÃÉÑ w ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Ăsin-gordonĄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ^{@2w}_{@x@y} = sin w. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÉÄÁ w(x; y) = ’(x + y), ÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÐÒÉ x + y → +∞, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ĂÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÅ âÅÌØÔÒÁÍÉĄ, ÐÏŒÅÒÈ- ÎÏÓÔÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ Z = − √ 1 − r^2 + ln^{1+} √ 1−r^2

r , r = √ X^2 + Y^2.

úÁÄÁÞÁ 4.1. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÅÔÒÉË: Á) dx^2 + sin^2 x dy^2. Â)^4

(1+k(x^2+y^2 ))^2 (dx

2 + dy^2).

Œ) g(x; y) (dx^2 + dy^2), g ¿ 0;

Ç) A(x; y)^2dx^2 + B(x; y)^2dy^2, A ¿ 0, B ¿ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÄÒÕÇÏÊ ÒÅÐÅÒ e^′_1; e^′_2, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ g, ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ `^′ É ` Œ ÎÏŒÏÍ É ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÁÈ ÓŒÑÚÁ- ÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ `^′ = ` + dg. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ 1-ÆÏÒÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

u^′_1 = cos g u_1 + sin g u_2; u^′_2 = − sin g u_1 + cos g u_2:

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ

du^′_1 = − sin g dg ∧ u_1 + cos g ` ∧ u_2 + cos g dg ∧ u_2 − sin g ` ∧ u_1 = (dg + `) ∧ (− sin g u_1 + cos g u_2) = (` + dg) ∧ u^′_2;

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, du^′_2 = −(` + dg) ∧ u^′_1. ïÔÓÀÄÁ `^′ = ` + dg, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □ äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ 2 É 3 ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. ðÕÓÔØ ¸ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ⊂ R^3, ȷ = (ȷ_1; ȷ_2; ȷ_3) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÏÐÒÅÌÅÄÅÎÎÏÅ ŒÄÏÌØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ @_¸ȷ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔ- ÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏÌÑ ȷ ŒÄÏÌØ ¸. ðÕÓÔØ e_1; e_2 | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÐÅÒ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, n = e_3 | ÐÏÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÄÅÒÉŒÁÃÉÏÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ @_¸ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÊ É ŒÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, @_¸e_1 = `(¸) e_2 + h(¸; e_1) n @_¸e_2 = −`(¸) e_1 + h(¸; e_2) n @_¸n = −h(¸; e_1) e_1 − h(¸; e_2) e_2

ÇÄÅ ` | 1-ÆÏÒÍÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÐÏ ÍÅÔÒÉËÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ 1 ÔÅÏÒÅÍÙ, Á h | ŒÔÏÒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `_{ij} (¸) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ @_¸e_i ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; e_3, @_¸e_i = `_{ij} (¸)e_j . íÁÔÒÉÃÁ `_{ij} (¸) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸:

0 = @_¸(e_i; e_j ) = (@_¸e_i; e_j ) + (e_i; @_¸e_j ) = `_{ij} (¸) + `_{ji}(¸):

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ `_{13}(¸), `_{23}(¸) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

`_{i3}(¸) = (@_¸e_i; n) = (@_¸@_{ei} r; n); i = 1; 2;

ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó h(¸; e_i) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [e_1; e_2] = @_{e1} e_2 − @_{e2} e_1, ÏÔËÕÄÁ

`(e_1) = −([e_1; e_2]; e_1) = (−@_{e1} e_2 + @_{e2} e_1; e_1) = −`_{2;1}(e_1) + `_{1;1}(e_2) = `_{1;2}(e_1);

É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, `(e_2) = `_{1;2}(e_2), ÔÏ ÅÓÔØ `_{1;2}(¸) = `(¸), ÞÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ `_{ij} (¸). □ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ. õÓÌÏŒÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅ- ÎÉÑ s = cos ’ e_1 + sin ’ e_2, ÇÄÅ ’ | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ŒÅËÔÏÒÕ^@_{@’} (cos ’ e_1 + sin ’ e_2) = − sin ’ e_1 + cos ’ e_2, ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ Ë ÓÌÏÀ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

0 = (@_¸(cos ’ e_1 + sin ’ e_2); − sin ’ e_1 + cos ’ e_2)

= ‖ − sin ’ e_1 + cos ’ e_2‖^2 @_¸’ + (cos ’ @_¸e_1 + sin ’ @_¸e_2; − sin ’ e_1 + cos ’ e_2) = @_¸’ + `(¸)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ¸, ÞÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÏÊ `. □ úÁÄÁÞÁ 4.2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÉÚ ÄÅÒÉŒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÉÒÁŒÎÑŒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ e_2 Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ @_{[e1;e2]}e_1 = (@_{e1} @_{e2} − @_{e2} @_{e1} )e_1.

5. æÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ|âÏÎÎÅ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ß ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏ- ŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ M ÒÏÄÁ g. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ! ÅÅ ÆÏÒÍÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ. åÓÌÉ !^′ | ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÄÒÕÇÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ !−!^′ = ffiȷ, ÇÄÅ ȷ | ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ (ÌÅËÃÉÀ 3). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ! ÐÏ ŒÓÅÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÎÔÅÇÒÁÌ e(ß) = −1 2ß ∫ M ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ ! = −Kœ | ÆÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ M, ÔÏ ÅÓÔØ ß | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ e(ß) = Ø(M) = 2 − 2g | ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Õ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ s, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÄ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÏÞÅË {x_1; : : : ; x_k} ⊂ M. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ M ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÚÁÄÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÎÕÔÒØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÈ ÃÅÎÔÒÁÍ. åÓÌÉ ß | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ÎÕÌÅÊ) ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

ðÕÓÔØ s | ÔÁËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÞÅÎÉÅ s ËÏŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (Ô.Å. ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ 1-ÆÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÓÅÞÅÎÉÅÍ s). üÔÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ (Ô.Å. ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ), ÏÄ- ÎÁËÏ ÏÎÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÁÈ x_i.

þÔÏÂÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌÁÓØ ÎÁ ŒÓÅ M, ÅÅ ÎÕÖÎÏ ÓÌÅÇËÁ ÐÏÄÐÒÁŒÉÔØ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞÅË x_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ U_i | ÍÁÌÅÎØËÉÊ ÄÉÓË ÎÁ M Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x_i É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß ÎÁÄ U_i. œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÚÁÄÁ- ÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ s_i : U_i \ {x_i} → S^1 = R=2ßZ, É 1-ÆÏÒÍÁ ~`_i ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ds_i + ~`_i = 0, Ô.Å. ~`_i = −ds_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ `_i, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U_i É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ~`_i ŒÂÌÉÚÉ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ 1-ÆÏÒÍ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

õ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÕÖÅ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÄÉÓËÏŒ U_i, ÐÏÜÔÏÍÕ

2ß e(ß) = ∫ M ! = ∑ i ∫ U_i

d`_i = ∑ i ∫ @U_i

`_i = ∑ i ∫ @U_i

~`_i = − ∑ i ∫ @U_i

ds_i = −2ß ∑ i ind_{xi} (s);

ÇÄÅ ind_{xi} (s) | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ ĂËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÏÂÏÒÏÔÏŒĄ Œ ÓÌÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ s ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ x_i Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÄÏÌØ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÚÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ e(ß) ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁ M, ÞÔÏ ÓÌÕÖÉÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ø(M). □

úÁÄÁÞÁ 5.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ èÏÐÆÁ. (ïÔŒÅÔ: −1.)

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÄ ÄŒÕÍÅÒÎÙ- ÍÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ M.

ôÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ üÊÌÅÒÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ M É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ZÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÊËÏÊ ŒÄÏÌØ ÇÒÁÎÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. þÉÓÌÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÓÅÞÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ üÊÌÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. éÚ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ üÊÌÅÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ e ∈ Z: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Œ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÕÄÁÌÉÔØ ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ, Á ÚÁÔÅÍ ŒËÌÅÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏ, ĂÐÅÒÅËÒÕÔÉŒĄ ÓÐÅÒŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. □

òÁŒÅÎÓÔŒÏ Ø(M) =^1_{2ß} ∫ M Kœ ÄÌÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ⊂ R^3 É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ çÁÕÓÓÁ|âÏÎÎÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÚÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ Kœ = G^∗˚, ÇÄÅ G | ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á ˚ | ÆÏÒÍÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ K ÒÁŒÎÁ ÑËÏÂÉÁÎÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ çÁÕÓÓÁ). ðÏÜÔÏÍÕ 1 2ß ∫ M Kœ = d 4ß;

ÇÄÅ 4ß | ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ, Á d | ÓÔÅÐÅÎØ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, Ø(M)=2 = 1 − g.

ìÏËÁÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ|âÏÎÎÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏÍ ÏÂÎÏÓÅ ŒÄÏÌØ ÇÒÁÎÉÃÙ ÄÉÓËÁ U ⊂ M ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ

’(U) = ∫ U K œ:

D ff1 ff_2 ff_3

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË D ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÄÕÇÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. éÚ ÒÉÓÕÎËÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÒÁŒÅÎ ’(@D) = 2ß − ∑ ff_i. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ D, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ. ôÏÇÄÁ ÓÆÅÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔÓÑ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ D, ÁÎÔÉÐÏÄÁÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ D^′ É n ÄŒÕÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ Ó ÕÇÌÁÍÉ ff_1; : : : ; ff_n. ðÏÜÔÏÍÕ 4ß = (ÐÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ) = 2 (ÐÌÏÝÁÄØ D)+2 ∑ ff_i.

ïÔÓÀÄÁ

’(@D) = ∫ D K dœ ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ K = 1.

úÁÄÁÞÁ 5.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ¸ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl ⊂ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÖÅ ÐÏÌÅ (ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÙÍ) ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ G(fl) ⊂ S^2.

ðÏÓËÏÌØËÕ K s = G^∗˚, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÏÄÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ|âÏÎÎÅ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÓÆÅÒÙ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÏÚØÍÅÍ ÐÌÏÓËÉÊ ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ É ĂÐÒÉËÌÅÉÍĄ ÅÇÏ Ë M ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl. ìÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ ÉÚÏÇÎÅÔÓÑ, É ÌÉÎÉÑ ÓËÌÅÊËÉ ÎÁ ÎÅÍ ÚÁÄÁÓÔ ÐÌÏÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ~fl, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÒÁÚŒÅÒÔ- ËÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ fl. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÁÚŒÅÒÔËÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍÕ ÐÅÒÅÎÏÓÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 5.3. îÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÓÆÅÒÅ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ Ó ÛÉÒÏÔÏÊ ff? õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ|âÏÎÎÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

6. ïÂÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ. ðÌÏÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ) ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÉ ß : W → M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ŒÄÏÌØ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÊ ÐÅÔÌÉ ÎÁ ÂÁÚÅ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÂÁÚÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÓÌÏÅŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÜÔÉ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 6.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ y ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÅ ÏÂÒÁÚÁ x = ß(y).

úÁÄÁÞÁ 6.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÁÚÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØÀ ß^{−1}(U) ∼= U × F , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÓÌÏÑÍ ŒÉÄÁ U × {y}.

úÁÄÁÞÁ 6.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim M = 1 ŒÓÑËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 6.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ R^3 → R^2, (x; y; z) → (x; y), É ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÎÅÍ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ dz − y dx = 0. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ŒÄÏÌØ ÓÔÏÒÏÎ ËŒÁÄÒÁÔÁ Œ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ Oxy, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim M ¿ 1 ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ. ëÒÉŒÉÚÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÅ ÏÔÌÉÞÉÑ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÊ. äÌÑ ÐÏÌÅÊ ¸; ȷ ÎÁ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^¸; ^ȷ ÉÈ ÐÏÄÎÑÔÉÑ Œ W , ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ß_∗[^¸; ^ȷ] = [¸; ȷ], ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ^[¸; ȷ] − [^¸; ^ȷ] ĂŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏĄ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅŒ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ß.

ïâýåå ðïîñôéå ëòéœéúîù. ðìïóëáñ óœñúîïóôø. 17

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÒÉŒÉÚÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ M ÂÁÚÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ¸; ȷ ∈ T_xM ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ R(¸; ȷ) = ^[¸; ȷ] − [^¸; ^ȷ] ÎÁ ÓÌÏÅ ß^{−1}(x) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ^[¸; ȷ] − [^¸; ^ȷ] ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÌÅÊ ¸; ȷ (ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ), É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÏÊ ß^{−1}(x) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ ¸; ȷ Œ ÔÏÞËÅ x.

úÁÄÁÞÁ 6.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÑ ß^{−1}(x), ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ M ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ”¸; ”ȷ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(”^2)) Ó ÐÏÔÏËÏÍ ÐÏÌÑ R(¸; ȷ) ÚÁ ŒÒÅÍÑ −”^2.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ, ÔÏ ÐÏÌÑ ^¸, ^ȷ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÐÏÌÅ R(¸; ȷ) ËÁÓÁÅÔÓÑ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ, ÔÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R(¸; ȷ) ≡ 0. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÂÁÚÅ ÂÁÚÉÓ e_i ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ôÏ- ÇÄÁ ÐÏÌÑ ^e_i ÔÁËÖÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÉÍÉ ÆÁÚÏŒÙÅ ÐÏÔÏËÉ. äÅÊÓÔŒÕÑ ÜÔÉÍÉ ÐÏÔÏËÁÍÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎ- ÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ. □

œ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ R(¸; ȷ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ !(¸; ȷ)^@_{@’} , ÇÄÅ ’ | ÕÇÌÏŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ Œ ÓÌÏÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ R ≡ 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ! = 0. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ | ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉ- ÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÂÏÌØÛÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ dx^2 + dy^2 Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÇÏ ÒÅÐÅÒÁ e_1; e_2 ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ËÒÉŒÉÚÎÙ. œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÜÔÉÍ ÒÅÐÅÒÏÍ, 1-ÆÏÒÍÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔ- ÓÑ Œ ÎÏÌØ, É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÐÏÌÑ e_1; e_2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ. □

ðÒÉÍÅÒ. äÌÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ g = dx^2 +2 cos(x+y) dx dy+dy^2 ÎÁÊÄÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

äÅÊÓÔŒÕÑ ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÁ ÓÔÒ. 11, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ u = cos ’ u_1 + sin ’ u_2;

ÇÄÅ u_1 = dx + cos(x + y) dy, u_2 = sin(x + y) dy, É ÆÕÎËÃÉÑ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ d’ = −` = dx (ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ` ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

18 îíõ ëÕÒÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

K = 0). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ’ = x + c,

u = cos(x+c) (dx + cos(x+y) dy) + sin(x+c) sin(x+y) dy = cos(x + c) dx + cos(c − y) dy;

É ŒÙÂÉÒÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0;^ß_2 ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ËÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÏÒÍ

u_1 = cos x dx + cos y dy = d(sin x + sin y); u_2 = − sin x dx + sin y dy = d(cos x − cos y):

éÓËÏÍÙÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ X = sin x + sin y, Y = cos x − cos y.□

úÁÄÁÞÁ 6.7. îÁÊÄÉÔÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÌÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ g = dx^2+x^2dy^2.

úÁÄÁÞÁ 6.8. ðÕÓÔØ r ⊂ R^3 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, S | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.

a) œŒÅÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ S É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Œ ÔÏÞËÁÈ ÅÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

Œ) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ S ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ r | ŒÉÎÔÏŒÁÑ ËÒÉŒÁÑ r(t) = (cos t; sin t; t).

õÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. n-ÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ n-ÍÅÒÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ ÓÌÏÑÍ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÁÚÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V ⊂ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. n-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÅÇÏ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÑÚÙËÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | ÜÔÏ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, Á ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑÍÉ. ðÒÉÍÅÒ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÏÂÍÏÔËÁ ÔÏÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ËÒÉÔÅÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ|ìÉ). úÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ.

á (æÒÏÂÅÎÉÕÓ). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÅÅ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d! ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

œåëôïòîùå òáóóìïåîéñ. ôåîúïòù 19

â (ìÉ). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ¸; ȷ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÈ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÏÒ [¸; ȷ] ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ k-ÆÏÒÍÁ !, ÏÂÒÁÝÁ- ÀÝÁÑÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ !_1 = · · · = !_l = 0, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ! = ∑ ˘_i ∧ !_i, ÇÄÅ ˘_i | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ (k − 1)-ÆÏÒÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÅ á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ, É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ 1-ÆÏÒÍ !_i, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ, Á ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏ É ÚÁÄÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÏÊ !, ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ á ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ! ∧ d! ≡ 0:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÕÓÌÏŒÉÅ â ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ¸_j , ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 6.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ á É â. (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ 1-ÆÏÒÍÙ: d!(¸; ȷ) = ¸!(ȷ) − ȷ!(¸) − !([¸; ȷ]).)

úÁÄÁÞÁ 6.11. œÙŒÅÄÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 3 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

7. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÅÎÚÏÒÙ

ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÔÅ ÚÎÁÎÉÑ ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ Ï ÔÅÎÚÏÒÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Õ ÎÉÈ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ ÉÍÅÀÔÓÑ.

œÅËÔÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ß: E → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 7.1. ïÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ T M = ⋃ x∈M T_xM É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ⋃ x∈M T^∗_x M ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÈ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + N, ÇÄÅ n = dim M, N = dim E_x. þÁÓÔÏ (ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ) ÐÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÏÎÉÍÁÀÔ N, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ. óÌÏÉ E_x = ß^{−1}(x), x ∈ M, ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÓÅÞÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÉÈ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ M.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E = ⋃ E_x É E^′ = ⋃ E^′_x, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÉÈ ÓÕÍ- ÍÕ E ⊕ E^′ = ⋃ E_x ⊕ E^′_x (ÏÐÉÛÉÔÅ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ). œÏÏÂÝÅ, ŒÓÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ | ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ^1, ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÆÁË-

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ U ⊗V ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É V | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ mn, m = dim U , n = dim V , ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÒÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

1) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_i⊗f_j , ÇÄÅ {e_i} É {f_j } | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U É V . 2) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÁÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ U^∗, b ∈ V^∗. 3) æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÏÂSSÑÔÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÉÄÁ u⊗v, u ∈ U , v ∈ V , ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ (c_1u_1 + c_2u_2)⊗v − c_1 u_1⊗v − c_2 u_2⊗v É u⊗(c_1v_1 + c_2v_2) − c_1 u⊗v_1 − c_2 u⊗v_2.

éÍÅÎÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÒÕÄÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÉŒÙËÎÕÔØ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ É ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÍÏÄÕÌÉ.

20 îíõ ëÕÒÓ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ

ÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, | ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÆÁËÔÏÒÒÁÓÌÏÅÎÉÑ É Ô.Ð.

þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. éÍÅÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ M | ÜÔÏ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ïÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÅÍ `(E) ÓŒÏÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÒÁŒÎÏ ËÁË ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ C^∞(M) ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅÍ. ïÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ëÏÌØÃÏ C^∞(M)

ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ M éÄÅÁÌ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÏÌØ ÎÁ X

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ C^∞(M) → C^∞(M)

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ E C^∞(M)-ÍÏÄÕÌØ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ `(E)

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ óŒÏÂÏÄÎÙÊ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌØ

ðÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ðÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÅÊ

üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ `(E) → `(E^′). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C^∞(M)-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÓÁÍÉÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÞÅÎÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(E; E^′) = E^∗⊗E^′.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. üÌÅÍÅÎÔÙ C^∞(M)-ÍÏÄÕÌÑ ˙^k(M)⊗`(E) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ k-ÆÏÒÍÁÍÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E. ïÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∧k}M⊗E. œ ÚÁÄÁÎ- ÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ∑ !_i⊗e_i, ÇÄÅ !_i | k-ÆÏÒÍÙ, Á ÓÅÞÅÎÉÑ e_i ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÅÇÏ ÓÌÏÅŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ: ÎÅ ÎÕÖÎÏ ŒŒÏÄÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ M.

òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

p ÒÁÚ T M⊗ · · · ⊗T M ⊗ q ÒÁÚ

T^∗M⊗ · · · ⊗T^∗M (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ T^{⊗p}M⊗T^{∗⊗q}M) ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n^{p+q} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÔÉÐÁ (p; q), Á ÅÇÏ ÓÅÞÅ- ÎÉÑ | ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ, ÉÌÉ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. œÙÂÏÒ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x^1; : : : ; x^n) ÎÁ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÅÎÚÏÒÏŒ T^{⊗p}_x M⊗T^{∗⊗q}_x M ÂÁÚÉÓ @_xi_1 ⊗ · · · ⊗@_xip ⊗dx^{j1} ⊗ · · · ⊗dx^{jq} , ÇÄÅ @_xi = @=@x^i. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÅÎÚÏÒ T = T^{i1:::ip}_{j1:::jq} @_xi_1 ⊗ · · · ⊗dx^{jq} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ n^{p+q} ÆÕÎËÃÉÊ T^{i1:::ip}_{j1:::jq} (x). üÔÏ ÄÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÔÅÎÚÏÒÁ É ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÎÉÍÉ, ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ D.

ðÒÉÍÅÒÙ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ | ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ (1; 0), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ | ÔÅÎÚÏÒ ÔÉÐÁ (0; 1). òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ 2-ÆÏÒÍÙ | ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∗⊗2}M, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (0; 2). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ g ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ T_xM → T^∗_x M: ¸ → g_x(¸; ·), ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÔÉÐÁ (p; q) Ó ÒÁŒÎÙÍÉ p + q.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ. åÓÌÉ E → M | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, É f: X → M | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÎÁ X ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ f^∗E = ⋃ x∈X E_{f (x)}. (óÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.)

óœñúîïóôø ëáë ëïœáòéáîôîïå äéææåòåîãéòïœáîéå 21

ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ⊂ R^N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉ- ÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ N-ÍÅÒÎÏÇÏ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. åÓÌÉ ÎÁ R^N ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÁ, ÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ M.

úÁÄÁÞÁ 7.2. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ M ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P^n ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÏ ÐÒÑÍÙÍÉ Œ R^{n+1}. îÁ P^n ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ø É n-ÍÅÒÎÏÅ ˚. óÌÏÅÍ ø ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ l ∈ P^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÁ ÐÒÑÍÁÑ l; ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ˚ ÓÌÕÖÉÔ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^{n+1}=l. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ k-ÍÅÒÎÏÅ É (n − k)-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ çÒÁÓÓÍÁÎÁ G_{k;n} k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T G_{k;n} ∼= Hom(ø; ˚) = ø^∗⊗˚.

8. óŒÑÚÎÏÓÔØ ËÁË ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ

ðÏÎÑÔÉÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ËÒÉŒÉÚÎÙ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒŒÏÄÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÑÚÙËÁ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÁÎÁÌÏÇÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏÄÈÏÄÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅ- ÎÉÉ E → M | ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÂÁÚÅ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉ- ÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÅÞÅÎÉÀ s ∈ `(E) É ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ¸ ÎÁ M ÎÏŒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ∇_¸s, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ¸ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÐÏ s ÏÎÏ R-ÌÉÎÅÊÎÏ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉ- ÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ∇_¸fs = ¸f s + f∇_¸s :

ðÒÉÍÅÒ: E = T R^n, ∇ | ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.1. ðÕÓÔØ ∇ | ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ, n = 2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇_uv ÄÌÑ u = u^1@_r + u^2@_’, v = v^1@_r + v^2@_’ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: M ⊂ R^n, E = T M. ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÌÑ v ŒÄÏÌØ ÐÏÌÑ ¸ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÒŒÁ ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ v ŒÄÏÌØ ¸ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ T M.

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÕÓÔØ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ, M = S^2 | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, E = T M. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇_uv ÄÌÑ u = u^1@ + u^2@_’, v = v^1@ + v^2@_’ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 8.3. ðÕÓÔØ E | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, T M ÉÌÉ T^∗M. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_¸ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÓŒÑÚ- ÎÏÓÔØÀ?

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ¸ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ĂÓÏÂÒÁÔØ ŒÍÅÓÔÅĄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉ- ÑÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ ∇: `(E) → ˙^1(M)⊗`(E). ðÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÅÞÅÎÉÑ s ŒÄÏÌØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓŒÅÒÔËÏÊ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÓÏÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÍ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ∇s. ðÏÜÔÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ ∇: `(E) → ˙^1(M)⊗`(E), ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ

∇fs = df⊗s + f∇_¸ :

úÁÄÁÞÁ 8.4. ëÁË, ÚÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ∇_{@xi} s ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÌ- ÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇s, É ÏÂÒÁÔÎÏ?

úÁÄÁÞÁ 8.5. ðÕÓÔØ E = T^∗M, ÔÏÇÄÁ `(E) = ˙^1(M). ðÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÔÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d: ˙^1(M) → ˙^2(M) ⊂ ˙^1(M)⊗˙^1(M). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ?

œÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ M, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ {e_i} ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÏÅ e_i É ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÂÁÚÉÓÕ, ∇e_j = `^i_j ⊗e_i. íÁÔÒÉÃÁ ` = `^i_j , ÓÏ- ÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ 1-ÆÏÒÍ (i | ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ, j | ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂÃÁ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ- ÃÅÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ïÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ∇ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ: ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∇s^ie_i = ds^i⊗e_i + s^i`^j_i ⊗e_j = (ds^i + `^i_j s^j )⊗e_i, ÉÌÉ

∇s = ds + `s

Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÅÓÌÉ s ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅÃ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÏÌÅÅ ÐÏ- ÄÒÏÂÎÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ M ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ

∇_ks^i = ∇_{@xk} s^i =

@s^i @x^k

+ `^i_{jk} s^j ;

ÇÄÅ `^i_j = `^i_{jk} dx^k . æÕÎËÃÉÉ `^i_{jk} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ n N^2 ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÁÚÙ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, Á N | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÌÏÑ (Ô.Å. ÒÁÎÇ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ). çÌÏ- ÂÁÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Hom(E; T^∗M⊗E) = E^∗⊗T^∗M⊗E: ÒÁÚÎÉÃÁ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ∇_¸s − ∇^′_¸s ÌÉÎÅÊÎÁ ÕÖÅ ËÁË ÐÏ ¸, ÔÁË É ÐÏ s.

úÁÄÁÞÁ 8.6. äÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞ 1,2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ.

óÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇^∗ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ: ÅÓÌÉ ÓÅÞÅÎÉÑ u ∈ `(E^∗) É s ∈ `(E) ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ (u; s) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

d(u; s) = (∇^∗u; s) + (u; ∇s) ; ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, (∇^∗_¸u)(s) = ¸u(s) − u(∇_¸s)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ u ∈ `(E^∗), s ∈ `(E) É ÐÏÌÑ ¸. œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ {f^i} ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ `^∗ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 0 = d(f^i; e_j ) = `^j_i + `^{∗i}_j , Ô.Å. `^∗ = −`^⊤.

ëòéœéúîá áææéîîïê óœñúîïóôé 23

éÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ∇^{E⊗F} ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ E É F ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÑÍÉ ∇^E É ∇^F :

∇^{E⊗F} u⊗v = (∇^Eu)⊗v + u⊗(∇^F v); ∇^{E⊗F}_¸ u⊗v = (∇^E_¸ u)⊗v + u⊗(∇^F_¸ v) :

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ∇ ËÁË ÄÌÑ ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÔÁË É ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ E.

9. ëÒÉŒÉÚÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ

óÅÞÅÎÉÅ s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl ⊂ M, ÅÓÌÉ ∇_{_fl} s = 0. õÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÙËÎÏŒÅÎ- ÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÅÞÅÎÉÑ s, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁ- ÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E_{fl(0)} → E_{fl(1)} ÓÌÏÅŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ËÒÉŒÏÊ fl. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ | ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙ- ÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ Œ ÎÏÌØ 1-ÆÏÒÍ !^i = ds^i + `^i_j œ^j .

óŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÅ- ÐÅÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÅÞÅÎÉÊ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÏ ŒÓÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ` ≡ 0. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÁÑ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÓÌÏÅŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÒÉŒÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÄŒÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÂÁÚÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÐÌÏÓËÏÊ, ÎÅÏÂÈÏ- ÄÉÍÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ¸; ȷ ∈ T_xM ËÒÉŒÉÚÎÁ R(¸; ȷ) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏÑ E_x.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÏ R(¸; ȷ) | ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÑ, ÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ¸; ȷ. œÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

R = d` + ` ∧ `;

ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ 2-ÆÏÒÍ ÎÁ M.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ëÁÒÔÁÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÒÉŒÉÚÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∗∧2}M⊗E^∗⊗E, ÎÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ ËÒÉŒÉÚÎÙ. îÉÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ÅÇÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ß^{−1}(U) = U × R^n Ó ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÍÉ s^1; : : : ; s^n ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ. õÓÌÏŒÉÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÓÔÉ

ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ C(y) ∈ T_yU × R^n, ÚÁ- ÄÁÎÎÙÈ 1-ÆÏÒÍÁÍÉ !^i = ds^i + `^i_j s^j . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÏÌÑ ¸ ÎÁ M ÄÏ ÐÏÌÑ ^¸ ÎÁ U × R^n, ËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ C(y), ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

^¸ = ¸ − `^i_j (¸)s^j @ @s^i : ïÔÓÀÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ,

R(¸; ȷ) = ^[¸; ȷ] − [^¸; ^ȷ] = [¸; ȷ] − `^i_j ([¸; ȷ])s^j @ @s^i − [ ¸ − `^i_j (¸)s^j @ @s^i

; ȷ − `^i_j (ȷ)s^j @ @s^i ]

= ( ¸`^i_j (ȷ) − ȷ`^i_j (¸) − `^i_j ([¸; ȷ]) ) s^j @ @s^i + ( `^i_p(¸)`^p_j (ȷ) − `^i_p(ȷ)`^p_j (¸) ) s^j @ @s^i ; ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÓÌÏÅ R^n, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ

R(¸; ȷ) = ¸`(ȷ) − ȷ`(¸) − `([¸; ȷ]) + `(¸)`(ȷ) − `(ȷ)`(¸) = (d` + ` ∧ `)(¸; ȷ): □

îÉÖÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ. úÁÄÁÞÁ 9.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ e^′_j = a^i_j e_i ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ R^′ = a^{−1}Ra, ËÁË É ÐÏÌÏÖÅÎÏ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^{∗∧2}M⊗E^∗⊗E.

úÁÄÁÞÁ 9.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÅÞÅÎÉÊ

R(¸; ȷ) = ∇_¸∇_ȷ − ∇_ȷ∇_¸ − ∇_{[¸;ȷ]}: `(E) → `(E)

C^∞(M)-ÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ R(¸; ȷ): E → E ÓÁÍÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÉ- ŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 9.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏÑ E_x, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÏÂÎÏÓÏÍ ÐÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ”¸; ”ȷ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ id − ”^2R(¸; ȷ) + o(”^2).

úÁÄÁÞÁ 9.4. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∇: `(E) → ˙^1(M)⊗`(E) ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ∇^{(k)}: ˙^k (M)⊗`(E) → ˙^{k+1}(M)⊗`(E) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

∇^{(k)}(!⊗s) = d!⊗s + (−1)^k! ∧ ∇s :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ∇^{(1)}∘∇: `(E) → ˙^2(M)⊗`(E) ÑŒÌÑÅÔÓÑ C^∞(M)-ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ R.

úÁÄÁÞÁ 9.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ R = R^i_{jkl} dx^k⊗dx^l⊗e_i⊗e^{∗j} ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

R^i_{jkl} =

@`^i_{jl} @x^k − @`^i_{jk} @x^l

+ `^i_{pk} `^p_{jl} − `^i_{pl}`^p_{jk} :

œ ËÁËÉÈ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÙ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ?

10. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ.

óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ

ðÕÓÔØ E = T M | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏ- ÅÎÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) ÓÉÍŒÏÌ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ `^i_{jk} = `^i_{kj} ; 2) ∇_¸ȷ − ∇_ȷ¸ = [¸; ȷ] ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ M. 3) áÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ∇: ˙^1(M) → ˙^1(M)⊗˙^1(M) = `(T^{∗⊗2}M) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) Ó ŒÎÅÛÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ, d!−2(∇!)_{alt} = d!−∇!+œ∇! = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ !, ÇÄÅ œ: T^{∗⊗2}M → T^{∗⊗2}M | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 10.1. œÙÂÅÒÉÔÅ ÌÀÂÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÐÏ ŒËÕÓÕ, É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 10.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ïÔ ÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÏ?

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ŒÓÑËÁÑ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

úÁÄÁÞÁ 10.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ T : ! → d! − ∇! + œ∇! ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ !, Ô.Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ T ∈ Hom(˙^1(M); ˙^1(M)⊗˙^1(M)) = `(T M⊗T^{∗⊗2}M) = Hom(T^{⊗2}M; T M) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ. œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÏÎ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÁÒÅ ÐÏÌÅÊ ¸; ȷ ÐÏÌÅ T (¸; ȷ) = ∇_¸ȷ − ∇_ȷ¸ − [¸; ȷ]. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ T^i_{jk} = `^i_{kj} − `^i_{jk} . õ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ T M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ `^i_{jk} ≡ 0 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÅ ÎÁ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÅÐÅÒ {e_i(x)}, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÅÐÅÒ {e^{∗i}} Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ T^∗M ÔÁËÖÅ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ. åÓÌÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ 1-ÆÏÒÍÙ e^{∗i} ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ e^{∗i} = dx^i. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x^i ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ e_i = @_xi | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ T M, ÐÏÎÑÔÉÅ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ E → M.

òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ E | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ g_x ÎÁ ÓÌÏÑÈ E_x. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ | ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÅÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ E → E^∗: v → g_x(v; ·). éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÜÔÏ

ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (·; ·) ËÁË ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ËÏŒÅË- ÔÏÒÏŒ, ÔÁË É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

óŒÑÚÎÏÓÔØ ∇ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ∇ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ∇^∗ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 10.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

1) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ u; v ∈ `(E) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d(u; v) = (∇u; v)+ (u; ∇v) ; Ô.Å. ¸(u; v) = (∇_¸u; v) + (u; ∇_¸v);

2) ÍÅÔÒÉËÁ g, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E^∗⊗E^∗, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏ- ÓÔÏÑÎÎÁ, ∇g = 0;

3) Œ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ` ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, `^⊤ = −`.

úÁÄÁÞÁ 10.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. ïÔ ÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÏËÁÌØÎÏ?

ôÅÏÒÅÍÁ. œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ôÁËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ. îÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÙÂÅÒÅÍ (ÌÏËÁÌØÎÏ) ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ e_1; e_2. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ` = ( 0 −`_S1 `_S1 0 ) ; ∇_¸e_1 = `_S1 (¸) e_2; ∇_¸e_2 = −`_S1 (¸) e_1

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ `_S1 . ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ [e_1; e_2] = ∇_{e1} e_2 − ∇_{e2} e_1 = −`_S1 (e_1) e_1 − `_S1 (e_2) e_2, ÔÏ ÅÓÔØ `_S1 | 1-ÆÏÒÍÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÇÏ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ∇_{¸1} ¸_2 ÏÄÎÏÇÏ ÐÏ- ÌÑ ŒÄÏÌØ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÅÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (∇_{¸1} ¸_2; ¸_3) c ÌÀÂÙÍ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ¸_3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÏÊËÕ ÐÏÌÅÊ ¸_1; ¸_2; ¸_3, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 6 ÆÕÎËÃÉÊ (∇_{¸k} ¸_j ; ¸_i), {i; j; k} = {1; 2; 3}. õÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÔÒÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

(∇_{¸k} ¸_j ; ¸_i) + (∇_{¸k} ¸_i; ¸_j ) = ¸_k(¸_i; ¸_j ) :

õÓÌÏŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ∇_{¸k} ¸_j − ∇_{¸j} ¸_k = [¸_k ; ¸_j ] ÄÁÅÔ ÅÝÅ ÔÒÉ

(∇_{¸k} ¸_j ; ¸_i) − (∇_{¸j} ¸_k ; ¸_i) = ([¸_k; ¸_j ]; ¸_i) :

òÁÚÒÅÛÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÛÅÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÔ ÛÅÓÔÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

(∇_{¸k} ¸_j ; ¸_i) = 1 2 ( ¸_k(¸_i; ¸_j ) − ¸_i(¸_j ; ¸_k ) + ¸_j (¸_i; ¸_k ) − ([¸_j; ¸_k ]; ¸_i) + ([¸_i; ¸_k]; ¸_j ) + ([¸_i; ¸_j ]; ¸_k) ) :

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ¸_i; ¸_k É ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏ ¸_j . □

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÅ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ïÎ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ Œ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 10.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ @_xi ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

`^i_{jk} = 1=2g^{il} (@_xk g_{lj} − @_xl g_{jk} + @_xj g_{lk}) ;

ÉÌÉ, Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ` =^1_2 g^{−1}‖dg_{ij} − @_iu_j + @_j u_i‖_{ij} , ÇÄÅ u_i = g_{ij} dx^i | ÂÁÚÉÓ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ, Á @_i = @_xi | ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 10.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÅÊ {¸_i} ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

`^i_{jk} = 1=2(c^i_{kj} + c^j_{ik} + c^k_{ij} ) ; ÇÄÅ [¸_i; ¸_j ] = c^k_{ij} ¸_k :

œÏÔ ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ N ⊂ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ N, ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÅÊ Œ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÎÁ M Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ T N. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÎÁ N.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÑ ¸_1; ¸_2; ¸_3 ËÁÓÁÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏŒ ÐÏÌÅÊ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÄÏÌØ ÎÉÈ, É Ô.Ä. ÚÁŒÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ ¸_1; ¸_2; ¸_3 ÎÁ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. □

íÙ ÌÉÛÎÉÊ ÒÁÚ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ R^3, ËÁË ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÌÅËÃÉÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, Ô.Å. ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ ∑ (dx^i)^2 ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ g_{ij} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^{@gij}_{@xk} = 0, Ô.Å. ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g_{ij} dx^i dx^j ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, É ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÎÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. □

ôÅÏÒÅÍÁ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ). ðÕÓÔØ R | ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ X; : : : ; U ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

1) R(X; Y ) = −R(Y; X);

2) R(X; Y )Z + R(Y; Z)X + R(Z; X)Y ; 3) (R(X; Y )Z; U) + (Z; R(X; Y )U) = 0; 4) (R(X; Y )Z; U) = (R(Z; U)X; Y ).

œ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÏÐÕÓËÁÎÉÅÍ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Œ ÔÅÎÚÏÒÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ R_{ijkl} = (R(@_xk ; @_xl )@_xj ; @_xi ) = g_{ip}R^p_{jkl}. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÜÔÉÈ ÐÁÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÔÒÅÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ,

R_{ijkl} = −R_{jikl} = −R_{ijlk} = R_{klij} ; R_{ijkl} + R_{iklj} + R_{iljk} = 0 :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ: Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ 1) ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ; ÏÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÌÀÂÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

òÁŒÅÎÓÔŒÏ 2) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÄÁÞÉ 9.2 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ∇_¸ȷ = ∇_ȷ¸, ŒÅÒÎÏÇÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÅÊ (ÄÌÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅ ÎÕÖÎÁ).

äÁÌÅÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 3) ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÐÏ ÍÁÌÅÎØËÏ- ÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ËÏÎÔÕÒÕ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ X; Y ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÄÁÅÔ

XY (Z; U) = X(∇_Y Z; U) + X(Z; ∇_Y U) = (∇_X ∇_Y Z; U) + (∇_Y Z; ∇_X U) + (∇_X Z; ∇_Y U) + (Z; ∇_X ∇_Y U) :

œÙÞÉÓÌÑÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Y X(Z; U) É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 3) (ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ).

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 4) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒ 2) É 3) (ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). □

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 4-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ 1){4), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 10.8. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÒÉ n = 2; 3; 4; ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n.

ôÅÎÚÏÒÏÍ òÉÞÞÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ, Ô.Å. ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÒÁŒÎÁÑ ÓÌÅÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ric(X; Z) = tr (Y → R(Y; Z)X). œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ, R_{ql} = R^i_{qil}. óËÁÌÑÒÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ òÉÞÞÉ, R = g^{ql}R_{ql} = g^{ql}R^i_{qil}.

úÁÄÁÞÁ 10.9. þÔÏ ÄÁÅÔ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÐÁÒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ?

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ M | ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Œ R^3. ôÏÇÄÁ R = 2K, ÇÄÅ K | ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ n = 2 Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ` =

(_{0 −`S1}

`_{S1} 0 ) , ÇÄÅ `_S1 | 1-ÆÏÒÍÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÁŒÎÁ

R = d` + ` ∧ ` = ( 0 −d`_S1 d`_S1 0 ) = ( 0 Kœ −Kœ 0 ) :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ R^1_{212} = K, É, ÓŒÏÒÁÞÉŒÁÑ ÅÇÏ, ÎÁÈÏÄÉÍ R = R^1_{212} + R^2_{121} = 2K. □ úÁÄÁÞÁ 10.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2 Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ K = R=2 =^{R1212}_{det |g|} .

ðÒÉÍÅÒ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÇÁÕÓÓÏŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÍÅÔÒÉËÉ g = dx^2 +2 cos w(x; y) dx dy +dy^2 É ÎÁÊÄÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÉ w = x + y.

1) ïÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ g = ‖g_{ij} ‖, ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ g^{−1} É ÆÏÒÍÙ u_i = g_{ij} dx^j (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ | ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ g): g = ( 1 cos w cos w 1 ) ; g^{−1} = 1 sin^2 w

( 1 − cos w

− cos w 1 + ’^2 ) ; u_1 = dx + cos w dy u_2 = cos w dx + dy : 2) îÁÈÏÄÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ

g` = 1 2 ‖dg_{ij} − @_iu_j + @_j u_i‖ = 1 2 ( dg_{11} dg_{12} − @_1u_2 + @_2u_1 dg_{21} + @_1u_2 − @_2u_1 dg_{22} )

= ( 0 − sin w w_y dy − sin w w_x dx 0 )

(ÚÄÅÓØ @_i | ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ). äÏÍÎÏÖÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁ g^{−1}, ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ` = ( `_{1k}dx_k `_{12k} dx_k

`^2_{1k}dx^k `^2_k dx^k ) = 1 sin w

( cos w w_x dx − w_y dy − w_x dx cos w w_y dy ) : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, `^1_1 = ctg w w_x, `^2_2 = ctg w w_y, `^2_{11} = −w_x= sin w, `^1_{22} = −w_y = sin w, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 4 ÓÉÍŒÏÌÁ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

3) îÁÈÏÄÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÒÉŒÉÚÎÙ

R = d` + ` ∧ ` =

( − cos w − 1 1 cos w

) w_{xy} sin w dx ∧ dy:

ðÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉÃÁ gR = R_{ijkl} dx_k ∧ dx_l ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

gR =

( 0 − sin w w_{xy} dx ∧ dy sin w w_{xy} dx ∧ dy 0 ) ; ÔÏ ÅÓÔØ R_{1212} = − sin w w_{xy}, K =^{R1212}_{det g} = −^{wxy}_{sin w} .

4) ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ u dx + v dy, ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ u; v ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ( du dv ) = `^⊤ ( u v ) ; ÉÌÉ

{_{@u}

@x = ctg w w_x u −^{wx}_{sin w} v @v @x = 0 ; {_{@u} @y = 0 @v @y = −^{wy}_{sin w} u + ctg w w_y v : ðÒÉ w = x + y ËÒÉŒÉÚÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, É Õ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

u = c_1 cos x − c_2 sin x; v = c_1 cos y + c_2 sin y;

ÇÄÅ c_1; c_2 | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ u dx + v dy = c_1 (cos x dx + cos y dy) + c_2 (− sin x dx + sin y dy) = c_1 d(sin x + sin y) + c_2 d(cos x − cos y);

É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÓËÏÍÙÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ X = sin x + sin y, Y = cos x − cos y.

úÁÄÁÞÁ 10.11. äÌÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÅÔÒÉË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ `, ÇÁÕÓÓÏ- ŒÕ ËÒÉŒÉÚÎÕ K. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ K ≡ 0, ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÔÒÉËÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ.

Á) g = (1 + ’^2) dx^2 + 2’ dx dy + dy^2, ’ = ’(x). Â) g = dx^2 + cos^2 x dy^2; Œ) g = dx^2 + x^2 dy^2.

úÁÄÁÞÁ 10.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÔÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÏÍ òÉÞÞÉ.

11. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ

ëÒÉŒÁÑ fl(t) ÎÁ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ŒÄÏÌØ ÓÁÍÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ∇_{_fl} _fl = 0. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

-fl = −`( _fl) _fl ÉÌÉ -x^i = −`^i_{jk} _x^i _x^k :

üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ) ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T M ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. úÁÄÁÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ŒÓÀ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÕÀ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÔÒÉËÕ g ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ T (¸) =^1_2 |¸|^2 =^1_2 g(¸; ¸), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÓÁÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ (Œ ÍÅÈÁÎÉËÅ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ).

úÁÄÁÞÁ 11.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÞÁ- ÓÔÉÃÙ Ó ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ T , Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ ÌÅËÃÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÅÈÁÎÉËÉ).

a) çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a; b ∈ M, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÀ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌÏŒ ÄÌÉÎÙ É ÄÅÊÓÔŒÉÑ

l(fl) = ∫ fl dl = ∫ fl √ g_{ij} (x) _x^i _x^j dt ; S(fl) = ∫ fl T ( _fl) dt = 1 2 ∫ fl g_{ij} (x) _x^i _x^j dt

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ a É b.

Â) õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ|ìÁÇÒÁÎÖÁ d dt ( @T

@ _x^i ) − @T @x^i

= 0 :

Œ) ðÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ T M = T^∗M, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÉÄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ

_p_i = @T @x^i

; _x^i = − @T @p_i

; p_i = g_{ij} _x^j = @T @ _x^j : þÁÓÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÇÅÏÄÅÚÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÉÍÁÎÏŒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. œ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÅÔÏŒÕÀ ŒÏÌÎÕ), ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÅ- ÅÓÑ Œ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÒÅÄÅ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ g. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ çÀÊÇÅÎÓÁ, ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÑ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÄÏÌØ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ.

ðÒÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÏÍÏ- ÝÉ ÎÉÈ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ (ËÁË ÌÏËÁÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ) ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ĂÐÏÞÔÉĄ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÕ ¸ ∈ T_xM ÔÏÞËÕ fl(1) ÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ _fl(0) = ¸. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ËÁÒÔÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ŒÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ O(n).

úÁÄÁÞÁ 11.2. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ (Ô.Å. ÍÁÔÒÉÃÕ ñËÏÂÉ) ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_xM ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ `^i_{jk} (0) ÏÂÒÁ- ÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÏÌØ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

g_{ij} = ffi_{ij} + 1 3 R_{iklj} x^kx^l + o(|x|^2); `^i_{jk} (x) = 1 3 (R^i_{jlk} + R^i_{klj} )x^l + o(|x|):

çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÎÅ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÞ- ËÁ B ÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ A ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ŒÙÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ A, ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ B. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎ ÓÅŒÅÒÎÏÍÕ (ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÏÊ). ðÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ Õ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉ- ÁÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ (ÉÌÉ ÄÌÉÎÙ) ÉÎÄÅËÓ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ (ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ | ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ŒÁÒØÉÒÕÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. ðÕÓÔØ fl(t) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÏÔÎÅÓÅÎÎÁÑ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ, V (t) | ÐÏÌÅ

ÅÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. ðÏÌÅ J(t) ŒÄÏÌØ fl ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑËÏÂÉÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ { ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ fl_˘(t), J =^{@fl}_{@˘} |_{˘=0}. œÓÑËÏÅ ÑËÏÂÉÅŒÏ ÐÏÌÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

-J − R(V; J)V = 0 ;

ÇÄÅ ÔÏÞËÁ | (ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÑ J = @_˘ É V = @_t ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ˘; t, ÐÏÜÔÏÍÕ

R(V; J)V = ∇_V ∇_J V − ∇_J ∇_V V = ∇_V ∇_V J □

(ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ∇_V V ≡ 0 É ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ∇_J V = ∇_V J ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ). äÁÌÅÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÍ J ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÉÅ. ïÂÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÑËÏÂÉÅŒÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, É J(t) = y(t)N, ÇÄÅ N | ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N(t), ËÁË É V (t), ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ŒÄÏÌØ fl, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R(V; N)V = −kN, ÇÄÅ k | ÇÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ. ïÔÓÀÄÁ -J − R(V; J)V = (-y + k(t)y)N, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÑ y(t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ -y + k(t)y = 0.

úÁÄÁÞÁ 11.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ -y + k(t)y = 0, k(t) ⩽ k_0 ¡ 0, ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÕÌÑ.

úÁÄÁÞÁ 11.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÎÕÌÉ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ -y+k(t)y = 0, k(t) ⩾ k_0 ¿ 0, ÏÔÓÔÏÑÔ ÎÅ ÄÁÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó k ≡ k_0, Ô.Å. ÎÁ ß= √ k_0.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÉÈ. ðÕÓÔØ ÒÉÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÌÎÏ, Ô.Å. ŒÓÑËÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ. îÁ ÐÏÌÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

Á) ÅÓÌÉ k ⩽ 0, ÔÏ ÎÁ M ÎÅÔ ÐÁÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÁÑ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÁÑ M ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ R^2, É M ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÐÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

Â) ÅÓÌÉ k ⩾ k_0 ¿ 0, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Œ R^3. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ x, ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ŒÔÏÒÁÑ, É Ô.Ä. ëÒÉŒÁÑ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÁÑ n-ÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞ- ËÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-Í ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞËÉ x. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ñËÏÂÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ n-Í ÆÏËÁÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ.

åÓÌÉ M |ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÓÆÅÒÁ, Á x | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, ÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ | ÀÖÎÙÊ ÐÏÌÀÓ, ŒÔÏÒÏÅ | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ É Ô.Ä. üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÓÉÌØÎÏ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, É ÐÏÓÌÅ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ (ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ ÎÅÊ) ËÁÖÄÏÅ ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ËÒÉŒÕÀ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ ŒÏÚŒÒÁÔÁ. ìÏËÁÌØ- ÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÌÕÖÉÔ ÜŒÏÌÀÔÁ ËÒÉŒÏÊ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ

ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ, ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 1).

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ŒÒÅÍÑ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ n-Å ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅ- ÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ŒÏÚŒÒÁÔÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÞÅÔÙÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ, ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÏŒ (ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÄÌÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁ ÑŒÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÜÌÌÉÐÔÉ- ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ).

úÁÄÁÞÁ 11.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 11.6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ Á) ÓÆÅÒÙ Â) ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÏÌ ËÏÎÕÓÁ x^2 + y^2 − z^2 = 0.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.3), ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÁ z ¿ 0 ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ z^2 − x^2 − y^2 = 1, ÓÎÁÂÖÅÎÎÁÑ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ ÐÓÅŒÄÏÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ dx^2 + dy^2 − dz^2.

úÁÄÁÞÁ 11.7. Á) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËÒÉŒÉÚÎÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÏÞÅŒÓËÏÇÏ. Â) îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÍÏÄÅÌÑÈ (ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ, ÅÄÉ- ÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ).

Œ) ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ A. òÅÛÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ

æÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ (ËÒÉŒÉÚÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉŒÕÀ fl, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M ⊂ R^3 ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ˘, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁ- ÚÕÅÔ ÕÇÏÌ fi Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ, É ÐÕÓÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ T_pfl = ˘ ∩ T_pM ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÕÇÏÌ ff Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ ËÒÉŒÏÊ fl Œ ÔÏÞËÅ p ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ k cos fi = k_1 cos^2 ff + k_2 sin^2 ff;

ÇÄÅ k_1; k_2 | ÇÌÁŒÎÙÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ.

ôÉÐÉÞÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ ËÒÅÓÔÉËÏŒ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÏÍÂÉÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÓÐÌÏÛÎÙÍÉ É ÐÕÎË- ÔÉÒÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÄŒÕÈ ÐÏÌÅÊ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÊ). œÓÅ ÏÎÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÈ ŒÉÄÁ z = x^2 + y^2 + x^2y + ay^3 ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ a. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÅ ËÁÒÔÉÎËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ-

lemon, ind =^1_2 star, ind = −^1_2

(le) monstar, ind =^1_2

ÎÏ, lemon (ĂÌÉÍÏÎĄ) É star (ĂÚŒÅÚÄÁĄ) ŒŒÉÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ŒÉÚÕÁÌØÎÏÇÏ ÓÈÏÄÓÔŒÁ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ, ËÁË ÎÅÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÎÁÚŒÁÎÉÅ (le) monstar (ĂÍÏÎÓÔÒĄ).

òåûåîéñ îåëïôïòùè úáäáþ éëïííåîôáòéé 35

ëÁÕÓÔÉËÁ Œ ÆÏËÕÓÅ ÏÂÌÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ | ĂËÏÛÌÅËĄ ÉÌÉ ĂÐÉÒÁÍÉÄÕĄ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÛÅÌØËÕ ÍÏ- ÖÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÑ ÇÌÁŒÎÙÈ ÎÁÐÒÁ- ŒÌÅÎÉÊ (Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ±1=2), Á ÐÉÒÁÍÉÄÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚŒÅÚÄÁ (Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ −1=2). ðÏÍÉÍÏ ËÏÛÅÌØËÁ, ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÒÅÂÅÒ ŒÏÚŒÒÁÔÁ É ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÊ, ÆÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÉÐÉÞÎÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂÌÁÓÔÏÞËÉÎ ÈŒÏÓÔĄ.

ðÉÒÁÍÉÄÁ

ëÏÛÅÌÅË ìÁÓÔÏÞËÉÎ ÈŒÏÓÔ

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ É ËÒÉŒÉÚÎÙ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÌÉÂÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÁ ÓÔÒ. 11), ÌÉÂÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ @=@x^i (ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÁ ÓÔÒ. 17). ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÐÏ-ÓÕÝÅÓÔŒÕ, | ÔÅÏÒÉÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÅÊ Œ S^1- ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

ëÒÉŒÉÚÎÁ ÍÅÔÒÉËÉ g = A^2dx^2 + B^2dy^2 ÒÁŒÎÁ K = −^1_{AB} ( @_x

(_{@xB} A ) + @_y

(_{@yA} B )) . ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÞÌÅÎÁ Ó dx dy ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÒÉŒÉÚÎÁ ÍÅÔÒÉËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÊ ŒÉÄ g(x; y)(dx^2 + dy^2) = h^2(dx^2 + dy^2), ÒÁŒÎÁ

K = −

´ ln h h^2 = − ´ ln g 2g ; ÇÄÅ ´ =

@^2 @x^2 + @^2 @y^2 : CÆÅÒÁ x^2 + y^2 + z^2 = R^2 Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ dx^2 + dy^2 + dz^2 ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ K = R^2. åÅ ÍÅÔÒÉËÁ

g = R^2(d^2 + sin^2 d’^2) =

4R^2 (R^2 + r^2)^2

(dr^2 + r^2d’^2) =

4R^2 (R^2 + X^2 + Y^2)^2

(dX^2 + dY^2):

úÄÅÓØ ; ’ | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: x = R sin cos ’, y = R sin sin ’, z = R cos ; r; ’ | ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy: r = R sin =(1 − cos ), X; Y | ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÓÅŒÄÏÓÆÅÒÁ −x^2 − y^2 + z^2 = R^2 Œ ÐÓÅŒÄÏÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ dx^2 + dy^2 − dz^2 ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ K = −R^2. åÅ ÍÅÔÒÉËÁ

g = R^2(dØ^2 + sh^2 Ød’^2) =

4R^2 (R^2 − r^2)^2

(dr^2 + r^2d’^2) =

4R^2 (R^2 − X^2 − Y^2)^2

(dX^2 + dY^2):

úÄÅÓØ Ø; ’ | ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ: x = R sh Ø cos ’, y = R sh Ø sin ’, z = ch Ø; r; ’ | ÐÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÉ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Oxy: r = R sh Ø=(1 + ch Ø), X; Y | ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÒÉŒÉÚÎÁ ÍÅÔÒÉËÉ g = dx^2 + 2 cos ! dx dy + dy^2 ÒÁŒÎÁ K = −^{@2!}_{@x@y} = sin !. üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ËÒÉŒÉÚÎÕ K = −1, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ! ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Ăsin-gordonĄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ^{@2!}_{@x@y} = sin !. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÉÄÁ !(x; y) = ’(x+y), ÕÂÙŒÁÀÝÉÅ ÐÒÉ x+y → +∞, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ĂÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÅ âÅÌØÔÒÁÍÉĄ, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ Z = − √ 1 − r^2 + ln^{1+√1−r2}_r , r = √ X^2 + Y^2.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ B. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ

1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ v = ∑ v_i(x)^@_{@xi} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏ- ÒÏÍ ÉÚ n ÆÕÎËÃÉÊ v_i, ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÀ ÐÏÌÑ v, f → vf = ∑ v_i @f=@x_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ R-ÌÉÎÅÊÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉ- ÃÁ, v(fg) = f vg + g vf. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ.

2. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_v ŒÄÏÌØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ v ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÏÔÏË g^t ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔ ÄÁÎÎÏÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ w, É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ w_t. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, L_v w =^d_{dt} w_t | | |_{t=0}.

3. ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [u; v] ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ u = ∑ u_i^@_{@xi} É v = ∑ v_j^@_{@xj} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ f → uvf − vuf. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ

ËÁË ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ìÉ, [u; v] = L_uv =^d_{dt} v_t | | t=0 , ÇÄÅ v_t(x) = ( g^t )_{−1} ∗ v(g^tx), Á ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ g^t | ÐÏÔÏË ÐÏÌÑ u. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

[u; v] = ∑ (uv_j) @ @x_j − ∑ (vu_i) @ @x_i = ∑( u_j

@v_i @x_j

− v_j

@u_i @x_j ) @ @x_i : ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÄÎÁËÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

[u; gv] = g[u; v] + ug v; [fu; v] = f[u; v] − vf u:

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ k ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÜÔÏ 1-ÆÏÒÍÁ df, ÇÄÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, df(¸) = ¸f.

5. ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ^2 ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ k-ÆÏÒÍÅ ff É l-ÆÏÒÍÅ fi (k+l)- ÆÏÒÍÕ ff ∧ fi ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

ff^k ∧ fi^l(¸_1; : : : ; ¸_{k+l}) = ∑ œ1¡:::¡œk œk+1¡:::¡œk+l

(−1)^œff^k (¸_{œ1} ; : : : ; ¸_{œk} ) fi^l(¸_{œk+1} ; : : : ; ¸_{œk+l} ) ;

ÇÄÅ (−1)^œ | ÚÎÁË ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ (1; : : : ; k + l) → (œ_1; : : : ; œ_{k+l}). üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁ- ÔÉŒÎÁ É (ÓÕÐÅÒ)ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ff ∧ fi = (−1)^{kl}fi ∧ ff. ðÏÌØÚÕÑÓØ ŒÎÅÛÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÌÏËÁÌØÎÏ ŒÓÑËÕÀ k-ÆÏÒÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ff = ∑ i_1¡···¡i_k

a_{i1;:::;ik} (x) dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ik} ;

2œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ. ôÁËÉÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ ÐÒÉ- ŒÏÄÑÔ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ dx_1 ∧ · · · ∧ dx_n(^@_{@x1} ; : : : ;^@_{@xn} ) = 1=n!. íÙ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÅÍÓÑ ÍÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÄÏÌÖÎÏ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÏÂSSÅÍÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ, ÔÏ ÅÓÔØ 1.

ÇÄÅ x_i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

6. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_v ff ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ

vff(¸_1; : : : ; ¸_k) = (L_vff)(¸_1; : : : ; ¸_k) + ff([v; ¸_1]; ¸_2; : : : ; ¸_k ) + : : : + ff(¸_1; : : : ; ¸_{k−1}; [v; ¸_k]):

7. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

1) ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ R-ÌÉÎÅÊÎÁ;

2) ÄÌÑ 0-ÆÏÒÍÙ f, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, L_v f = vf; 3) ÄÌÑ 1-ÆÏÒÍ ŒÉÄÁ df ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ L_v df = d(vf); 4) L_v(ff^k ∧ fi^l) = (L_v ff) ∧ fi + ff ∧ (L_vfi).

8. œÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ k-ÆÏÒÍÙ | ÜÔÏ (k + 1)-ÆÏÒÍÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ

d!(v_0; : : : ; v_k) = k∑ i=0 (−1)^iv_i!(v_0; : : : ; ^v_i; : : : ; v_k) + ∑ 0⩽i¡j⩽k

(−1)^{i+j} !([v_i; v_j]; v_0; : : : ; ^v_i; : : : ; ^v_j; : : : ; v_k :)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

k = 1 : dff(¸; ȷ) = ¸ff(ȷ) − ȷff(¸) − ff([¸; ȷ]) k = 2 : dff(¸_1; ¸_2; ¸_3) = ¸_1ff(¸_2; ¸_3) − ff([¸_1; ¸_2]; ¸_3)+ ⟲;

ÇÄÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ⟲ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ 1; 2; 3.

9. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍ:

1) ÏÎ R-ÌÉÎÅÅÎ;

2) ÄÌÑ 0-ÆÏÒÍÙ f, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, df(¸) = ¸f; 3) d(ff^k ∧ fi^l) = (dff) ∧ fi + (−1)^k ff ∧ dfi; 4) d^2 = 0.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ É ÐÅÒŒÏÇÏ, É ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏŒÅÒËÅ.

10. éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ, d ( ∑ i_1¡···¡i_k

a_{i1;:::;ik} dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ik} ) = ∑ i_1¡···¡i_k ;j

@a_{i1;:::;ik} @x_j dx_j ∧ dx_{i1} ∧ : : : ∧ dx_{ik} :

11. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ L = id+di ëÁÒÔÁÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i_v ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÏÌÑ v ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÍÅÓÔÏ (ÏÎÁ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÔÅÐÅÎØ ÆÏÒÍÙ). ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ L_v ff = i_vdff + di_vff:

åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÉÂÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ L É d, ÌÉÂÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ff ÎÁ ÆÏÒÍÙ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

12. éÎÔËÇÒÁÌ k-ÆÏÒÍÙ ÐÏ k-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ R^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÒÁÔÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ U a(x) dx_1 ∧ : : : ∧ dx_k = ∫∫ U a(x) dx_1 : : : dx_k:

üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÍÅÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ k-ÆÏÒÍÙ ÐÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ ËÕÓËÉ, ÌÉÂÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.

13. æÏÒÍÕÌÁ óÔÏËÓÁ. åÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÂÒÁÚÉÅ M ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ @M, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÓÔÅÐÅÎÉ k − 1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∫ M d! = ∫ @M !: çÒÁÎÉÃÁ @M ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: ŒÎÅÛÎÀÀ ÎÏÒÍÁÌØ | Œ ÎÁÞÁÌÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÐÅÒ ¸_2; : : : ; ¸_k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ @M, ÅÓÌÉ ÒÅÐÅÒ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔ ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÇÄÅ ¸_1 | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÎÉÃÅ É ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ ÎÁÒÕÖÕ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ C. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÙÍÉ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

ôÅÎÚÏÒ T = T^{i1:::ip}_{j1 :::jq} @_xi_1 ⊗ · · · ⊗dx^{jq} îÁÂÏÒ n^{p+q} ÆÕÎËÃÉÊ T^{i1:::ip}_{j1:::jq} (x) åÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ T = T^{i1 :::ip}_{j1 :::jq} @_yi_1 ⊗ · · · ⊗dy^{jq} ðÒÁŒÉÌÁ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ T^{k1 :::kp}_{l1:::lq} =T^{i1:::ip}_{j1:::jq}^{@yk1}_{@xi1} · · ·^{@ykp}_{@xip}^{@xj1}_{@yl1} · · ·^{@xjq}_{@ylq} éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ T^{⊗2}M → T^{⊗2}M: u⊗v → v⊗u ïÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ T^{ij} → T^{ji} òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ g_{ij} dx^i dx^j óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ g_{ij} . íÁÔÒÉÃÁ g^{ij} | ÅÊ ÏÂÒÁÔÎÁÑ: g_{ij} g^{jk} = ffi^k_i éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T_xM → T^∗_x M: v → g_x(v; ·) É ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏ- ÒÙ ÂÏÌÅÅ ŒÙÓÏËÉÈ ÒÁÎÇÏŒ ïÐÅÒÁÃÉÉ (ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ) ÐÏÄÎÑÔÉÑ É ÏÐÕÓËÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ T^{iI}_J → T^I_{jJ} = g_{ij} T^{iI}_J É T^I_{jJ} → T^{iI}_J = g^{ij} T^I_{jJ} óÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ∈ Hom(T M; T M) ∼= T^∗M⊗T M, u⊗a → u(a) ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ T^i_j → T^i_i

É ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ T^∗M⊗T M⊗E → E: u⊗a⊗w → u(a) w

T^{iI}_{jJ} → T^I_J = T^{iI}_{iJ}

óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ, óÉÍŒÏÌÙ ëÒÉÓÔÏÆÆÅÌÑ `^i_{jk} ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ ` = `^i_j = `^i_{jk} dx^k

ëÏŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ∇s^ie_i = (ds^i + `^i_j s^j )⊗e_i, ÉÌÉ ∇_¸s = ¸s + `(¸)s d(u; v) = (∇u; v) + (u; ∇v), ∇u⊗v = (∇u)⊗v + u⊗(∇v)

∇_kT^i =^{@T i}_{@xk} + `^i_{jk} T^j , ∇_kT_j =^{@Tj}_{@xk} − `^i_{jk} T_i, ∇_kT^I_J =^{@T IJ}_{@xk} −T^I_{jj2 :::jq} `^j_{1 k}− · · · −T^I_{j1:::jq−1j} `^j_{q k} +

T^{ii2:::ip}

J `^{i1}_{ik} + · · · +T^{i1:::ip−1i}_J `^{ip}_{ik}

úÁÍÅÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ e^′_i = a^j_i e_j , `^′ = a^{−1}da + a^{−1}`a úÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^i ⇝ y^{i′} , `^{i′}_j′_k′ =^{@yi′}_{@xi} (`^i_{jk}^{@xj}_{@yj}′^{@xk}_{@yk}′ +^{@2xi}_{@yj}′_{@yk}′ ) óŒÑÚÎÏÓÔØ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÙ ÎÁ T M g`=^1_2 ||dg_{ij} −@_iu_j +@_j u_i|| (u_i=g_{ik}dx^k ) `^i_{jk} =^1_2 g^{il}(^{@glj}_{@xk} −^{@gjk}_{@xl} +^{@glk}_{@xj} ) ôÅÎÚÏÒ ËÒÕÞÅÎÉÑ T (¸; ȷ) = ∇_¸ȷ − ∇_ȷ¸ − [¸; ȷ] T^i_{jk} = `^i_{kj} − `^i_{jk} ôÅÎÚÏÒ ËÒÉŒÉÚÎÙ R = d` + ` ∧ ` = R^i_{jkl}dx^k ⊗dx^l R(¸; ȷ) = ∇_¸∇_ȷ − ∇_ȷ∇_¸ − ∇_{[¸;ȷ]}

R^i_{jkl} =^{@`ijl}_{@xk} −^{@`ijk}_{@xl} + `^i_{pk}`^p_{jl} − `^i_{pl}`^p_{jk} R(¸; ȷ) = R^i_{jkl}¸^k ȷ^l ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ Œ ŒÅÓÅÎÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ 2001-2002 ÕÞ. ÇÏÄÁ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ II ËÕÒÓÁ îíõ

• ëÒÉŒÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. äÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ. ëÒÉŒÉÚÎÁ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÒÉŒÉÚÎÙ. üŒÏÌÀÔÁ. ëÒÕÞÅÎÉÅ. æÏÒÍÕÌÙ æÒÅÎÅ.

• ðÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. II ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. çÌÁŒÎÙÅ ËÒÉŒÉÚÎÙ. æÏËÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÍÂÉÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ. çÁÕÓÓÏŒÁ ËÒÉŒÉÚÎÁ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÓÆÅÒÙ É ÐÓÅŒÄÏÓÆÅÒÙ.

• ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÒÉŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ËÁË ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). ðÌÏÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. ëÒÉ- ŒÉÚÎÁ.

• óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. 1-ÆÏÒÍÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ S^1-ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. æÏÒÍÁ ËÒÉŒÉÚÎÙ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. æÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ|âÏÎÎÅ.

• œÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ É ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ôÅÎ- ÚÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ. óÅÞÅÎÉÑ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Œ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ.

• óŒÑÚÎÏÓÔØ ËÁË ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ Œ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ. ôÅÎÚÏÒÙ ËÒÉŒÉÚÎÙ É ËÒÕÞÅÎÉÑ.

• òÉÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. òÉÍÁÎÏŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. óÉÍÍÅÔÒÉÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ËÒÉ- ŒÉÚÎÙ.

• çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. óÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. çÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.