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Êðèâûå íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî êðèâèçíà ïëîñêîé êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t)), ãäå t � ïðîèçâîëüíûé

ïàðàìåòð, ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

k =
|ẍẏ − ÿẋ|

(ẋ2 + ẏ2)3/2
.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü òðè òî÷êè íà ïëîñêîé êðèâîé ëåæàò â îáùåì ïîëîæåíèè, òî åñòü íå íà îäíîé

ïðÿìîé. Òîãäà ÷åðåç íèõ ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ îêðóæíîñòü. Óñòðåìèì âñå òðè òî÷êè

òåïåðü ê êàêîé-òî îäíîé òî÷êå P íà äàííîé êðèâîé. Íàéòè ðàäèóñ ïðåäåëüíîé îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî (à) åñëè êðèâèçíà êðèâîé òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî ýòî ïðÿìàÿ;

(á) åñëè êðó÷åíèå êðèâîé òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, òî êðèâàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè. (â) Îïèøèòå

êðèâûå ñ ïîñòîÿííûìè êðèâèçíîé è êðó÷åíèåì. (á) Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû,

ëåæàùàÿ íà ñôåðå, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ.

Çàäà÷à 4.Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìà êðèâèçíû (à) ïàðàáîëû; (á) ýëëèïñà. Îïðåäåëèòå ðàäèóñû

êðèâèçíû â ýòèõ òî÷êàõ.

Ýâîëþòîé êðèâîé íàçûâàþò ìíîæåñòâî åå öåíòðîâ êðèâèçíû.

Çàäà÷à 5. Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ(t) íà ïëîñêîñòè è ôóíêöèþ Sq(t) = ‖γ(t) − q‖2 êâàäðàòà

ðàññòîÿíèÿ äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè q ∈ R2. Äîêàæèòå, ÷òî

(à) òî÷êà q ïðèíàäëåæèò íîðìàëè ê êðèâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S′q(t) = 0;
(á) q ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êðèâèçíû (ëåæèò íà ýâîëþòå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S′q(t) =

S′′q (t) = 0 (ò.å. îêðóæíîñòü êðèâèçíû èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê êàñàíèÿ ñ êðèâîé);

(â) γ(t) ê òîìó æå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà êðèâèçíû (îñîáîé òî÷êîé ýâîëþòû) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà S′q(t) = S′′q (t) = S′′′q (t) = 0 (ò.å. â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà êðèâèçíû îêðóæíîñòü

êðèâèçíû èìååò åùå áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê êàñàíèÿ ñ êðèâîé).

Çàäà÷à 6. Íàðèñóéòå ýâîëþòó ïàðàáîëû è ýëëèïñà.

Çàäà÷à 7∗. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ èìååò íå ìåíåå 4 òî÷åê
ýêñòðåìóìà êðèâèçíû.


