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Òåîðåìà Äàðáó

Ïóñòü < ·, · > � íåâûðîæäåííîå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â R2n.

Çàäà÷à 1. (à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ x 6= 0 ïîäïðîñòðàíñòâî x⊥
def
= {y ∈ Rn | < x, y >= 0}

èìååò ðàçìåðíîñòü 2n− 1, ñîäåðæèò âåêòîð x, è x⊥ = y⊥ ⇔ ∃λ 6= 0, x = λy.
(á) Äîêàæèòå, ÷òî â R2n ñóùåñòâóåò áàçèñ q1, . . . , qn, p1, . . . , pn òàêîé, ÷òî< qi, qj >=< pi, pj >=

0 ïðè âñåõ i, j, < qi, pj >= 0 ïðè i 6= j è < qi, pi >= 1.

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç ω áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ôîðìó íà ìíîãîîáðàçèèM ðàçìåðíîñòè

2n, ò.å. dω = 0 è äëÿ âñåõ x ∈M ω(x) � íåâûðîæäåííîå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â TxM .

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî (âíåøíÿÿ) ñòåïåíü ωn

íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî.

Çàäà÷à 3.Äîêàæèòå (èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó), ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà êîìïàêòíîì

ìíîãîîáðàçèè íå ìîæåò áûòü òî÷íîé: ω = dα íåâîçìîæíî.

Îòñþäà ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî íà ÷åòûðåõìåðíîé ñôåðå (ó êîòîðîéH2(S4) = 0) íå ñóùåñòâóåò
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Çàäà÷à 4. (à) Äîêàæèòå, ÷òî 2-ôîðìà ω = dz∧dz̄
1+|z|2 íà C ïðîäîëæàòñÿ äî ñèìïëåêòè÷åñêîé

ñòðóêòóðû íà CP 1.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà g(x)(v1, v2) = ω(x)(iv1, v2) (ãäå v1, v2 ∈ TxCP 1) çàäàåò íà CP 1

ðèìàíîâó ìåòðèêó, è âû÷èñëèòå ïîäãðóïïó â ãðóïïå ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçõîâàíèé CP 1, îòíîñèòåëüíî

êîòîðîé ýòà ìåòðèêà èíâàðèàíòíà.

Ðàññóæäåíèÿ â ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðîèñõîäÿò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈M , ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè íóëÿ â R2n, è ω =
∑

16i<j6n ω
ij(x)dxi ∧ dxj .

Îáîçíà÷èì ω0 = ωij(0)dxi ∧ dxj .

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ âñå ôîðìû ωt = tω+(1− t)ω0,

0 6 t 6 1, ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ôîðìàìè.

Çàäà÷à 6. (à) Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè íóëÿ ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå ïîëå Xt òàêîå, ÷òî

diXtωt = −dωt
dt .

(á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕt � ïîòîê (ò.å., èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè) ïîëÿ Xt, òî ϕ
∗
tωt ≡ ω0.

(â) Äîêàæèòå òåîðåìó Äàðáó: â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M
ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû q1, . . . , qn, p1, . . . , pn òàêèå, ÷òî ω = dq1 ∧ dp1 + . . .+ dqn ∧ dpn.


