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Ëèñòîê 2.

×èñëî I =

∫ b

a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò ôóíêöèè f ïî [a, b], åñëè äëÿ âñÿêîãî

ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b}
ñ ìàñøòàáîì λ(T ) = maxi |xi − xi−1| < δ è âñÿêèõ îòìå÷åííûõ òî÷åê ξi ∈ ∆i = [xi−1, xi] âåðíî
íåðàâåíñòâî |I −

∑n
i=1 f(ξi)|∆i|| < ε. Çäåñü |∆i| = |xi − xi−1|. Êðàòêî ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàåì

òàê I = limλ(T )→0

∑n
i=1 f(ξi)|∆i|.

Äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå χE äëÿ èíäèêàòîðà ìíîæåñòâà E.
Çàäà÷à 1. (a) Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå χQ íà [a, b] íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.
(c) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ χS , ãäå S � îòðåçîê, èíòåðâàë èëè ïîëóèíòåðâàë, èíòåãðèðóåìà ïî

Ðèìàíó íà [a, b].
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë Ðèìàíà I(f) ôóíêöèè f ïî îòðåçêó [a, b] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

è ìîíîòîííûì ïî f : I(λf) = λI(f), I(f + g) = I(f) + I(g), f ≥ 0 =⇒ I(f) ≥ 0.
Çàäà÷à 3. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèè fn èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó íà [a, b] è ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f íà [a, b], òî f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íåëüçÿ çàìåíèòü ïîòî÷å÷íîé.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû ïî Ðèìàíó.
(c) Ïðèâåäèòå ïðèìåð èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì

ïðåäåëîì ïðîñòûõ ôóíêöèé, ò.å ôóíêöèé âèäà
∑m

j=1 cjχ∆j , ãäå ∆j � îãðàíè÷åííûå ïðîìåæóòêè, ò.å.
òî÷êè, îòðåçêè, èíòåðâàëû èëè ïîëóèíòåðâàëû.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî c ∈ [a, b] âåðíî ðàâåíñòâî
∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ c ∈ [a, b]:
∫ b

a

f(x) dx = f(c)(b− a).

(c) Äîêàæèòå, ÷òî
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x).

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b], òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Íüþòîíà�Ëåéáíèöà
∫ b

a

F ′(x) dx = F (b) − F (a). Ïðèâåäèòå ïðèìåð äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè, ó

êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèåé.
(d) Ïóñòü f, g � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Âûâåäèòå ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì:
∫ b

a

fg′ dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

gf ′ dx.

(e) Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à φ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Âûâåäèòå

ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííûõ:
∫ b

a

f(x) dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå:

(a)
∫ 10

1/10

lnx

1 + x2
dx,

(b)
∫ 1

0

f(x)

f(x) + f(1− x)
dx, ãäå f � íåïðåðûâíà íà [0, 1] è f > 0,

(c)
∫ 1

−1

f(x) dx, ãäå f � íåïðåðûâíà íà [−1, 1] è pf(x) + qf(−x) = 1, p+ q ̸= 0.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü f > 0 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéäèòå lim
p→+∞

(∫ 1

0

fp dx

)1/p

.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü ψ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà R, f � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ è f ≥ 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Éåíñåíà:

ψ
(∫ 1

0

f(x) dx
)
≤
∫ 1

0

ψ(f(x)) dx.
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Ìîæíî ëè îñëàáèòü óñëîâèÿ òàê: ψ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è f � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ?
Çàäà÷à 8. Ïóñòü p, q > 1 è p−1 + q−1 = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî:∫ b

a

|f ||g| dx ≤
(∫ b

a

|f |p dx
)1/p(∫ b

a

|g|q dx
)1/q

,
(∫ b

a

|f + g|p dx
)1/p

≤
(∫ b

a

|f |p dx
)1/p

+
(∫ b

a

|g|p dx
)1/p

.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü f : [1; +∞) → (0;+∞) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæè-

òå, ÷òî ðÿä
∑

n f(n) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë limM→∞

∫ M

1

f(x)dx.

Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑

n
1

np lnq n .

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë limM→∞

∫ M

a

f(x)dx, òî ãîâîðÿò, ÷òî f èíòåãðèðóåìà íà [a,+∞) â íåñîá-

ñòâåííîì ñìûñëå è çíà÷åíèå ïðåäåëà îáîçíà÷àþò ÷åðåç
∫ +∞

a

f(x) dx.

Ìåðîé èëè äëèíîé ïðîìåæóòêà (èíòåðâàëà, îòðåçêà, ïîëóèíòåðâàëà) ñ êîíöàìè a è b íàçûâàåì
÷èñëî |b− a| è ïèøåì

λ((a, b)) = λ((a, b]) = λ([a, b)) = λ([a, b]) := |b− a|.
Ìåðà êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ, êîòîðûå åñëè è ïåðåñåêàþòñÿ ïîïàðíî äðóã ñ äðóãîì,
òî òîëüêî êîíöàìè, ðàâíà ñóììå äëèí ýòèõ ïðîìåæóòêîâ. Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, ò.å.
U = ⊔k(αk, βk). Äàëåå ïîëàãàåì λ(U) =

∑
k λ((αk, βk)).

Çàäà÷à 10.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè U =

∪
n Un, ãäå Un � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà

èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (a, b), òî λ(U) =
∑

n λ(Un). Áîëåå òîãî, åñëè U ⊂
∪

n Un, ãäå îòêðûòûå
ìíîæåñòâà Un óæå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, òî λ(U) ≤

∑
n λ(Un).

(b) Ïóñòü Un � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ (Un+1 ⊂ Un) îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èç íåêîòîðîãî
èíòåðâàëà (a, b), ïðè÷åì ∩nUn = ∅. Äîêàæèòå, ÷òî λ(Un) → 0.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü f � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî∫ b

a

f(x) dx =

∫ +∞

0

λ
(
{x : f(x) > t} ∩ (a, b)

)
dt

(a) äëÿ ôóíêöèè f =
∑m

j=1 cjχ∆j , ãäå {∆j} � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b],

(b) äëÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b] ôóíêöèè f .
(ñ) Äîêàæèòå äëÿ íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà:

λ
(
{x : f(x) > A} ∩ (a, b)

)
≤ 1

A

∫ b

a

f(x) dx.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [a, b] ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíà è ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 âåðíî ðàâåíñòâî

[a, b] =
∞∪

N=1

∩
n>N

{x : |fn(x)| ≤ ε}.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N è îòêðûòîå ìíîæåñòâî U òàêèå, ÷òî
λ(U) < ε è |fn(x)| ≤ ε äëÿ âñåõ n > N è âñåõ x ∈ [a, b] \ U .

(c) Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx = 0.


