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Задача 1. Доказать, что для компактной римановой поверхности

deg T 1,0M = χ(M).

Задача 2. Найти символ σ1(∂̄).
Задача 3. Доказать эллиптичность ∂̄ + ∂̄∗ и �̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄.
Задача 4. Пусть ds2 — эрмитова метрика, а

ω = −1

2
Im ds2

— ассоциированная (1, 1)-форма этой эрмитовой метрики. Доказать, что усло-
вие положительности эрмитовой метрики можно переписать как то, что для
любого голоморфного касательного вектора v ∈ T 1,0

z M выполняется

i〈ω(z), v ∧ v̄〉 > 0.

Задача 5. Пусть M комплексное многообразие, dimCM = n, 〈· , ·〉 эрмито-
ва метрика, а ∇ связность Леви-Чивиты, согласованная с римановой метрикой
Re〈· , ·〉. Пусть J оператор комплексной структуры, а ω ассоциированная с мет-
рикой 〈· , ·〉 форма.

Доказать, что метрика 〈· , ·〉 кэлерова тогда и только тогда, когда ∇ω = 0,
то есть когда параллельный перенос не только ортогонален, то есть сохраняет
риманову метрику Re〈· , ·〉, но и унитарен, то есть сохраняет эрмитову струк-
туру.

Задача 6. В условиях предыдущей задачи доказать, что метрика 〈· , ·〉 кэле-
рова тогда и только тогда, когда ∇J = 0.

Задача 7. Построить пример компактного комплексного многообразия, ко-
торое не является кэлеровым.

Указание. Рассмотрите действие Z на C2\{0}, порождённое отображени-
ем (z1, z2) 7−→ (2z1, 2z2). Докажите, что факторпространство гомеоморфно
S1 × S3. Таким образом, мы вводим на S1 × S3 структуру комплексно голо-
морфного многообразия. Вычислите H2(S1 × S3), и сделайте выводы.


