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Задача 1. По аналогии с числами Бетти br(X) = dimHr(X,C) обозна-
чим через br0(X) размерность пространства примитивных классов когомологий
степени r кэлерова многообразия X. Доказать, что для компактного кэлерова
многообразия X комплексной размерности n при r 6 n верно равенство

br0(X) = br(X)− br−2(X).

Задача 2. Доказать, что при 1 6 q 6 n− 1 и всех k

Hq(CPn,OCPn(kH)) = 0.

Указание: при k < 0 примените двойственную теорему Кодаиры об обращении
в ноль, при k > 0 воспользуйтесь тем, что OCPn(kH) = ΩnCPn(kH −KCPn).

Задача 3. Докажите вторую теорему Кодаиры об обращении в нуль. Пусть
M компактное комплексное многообразие и L −→M положительное линейное
расслоение. Тогда для любого голоморфного расслоения E существует такое
µ0, что при q > 0, µ > µ0 верно

Hq(M,O(Lµ ⊗ E)) = 0.

Задача 4. Докажите, что если M ⊂ CPN подмногообразие проективно-
го пространства, то каждое линейное расслоение на M представляется в виде
L = [D] для некоторого дивизора D, то есть

Pic(M) ∼= Div(M)/ ∼,

где ∼ — линейная эквивалентность дивизоров.
Задача 5. Докажите теорему Лефшеца об (1, 1)-классах: каждый класс

когомологий
γ ∈ H1,1(M) ∩H2(M,Z)

на подмногообразии M ⊂ CPN является аналитическим; более того, γ = ηD
для некоторого дивизора D на M.

Задача 6. Кэлерова метрика 〈· , ·〉 на многообразии M такая, что ассоции-
рованная (1, 1)-форма ω даёт рациональный когомологический класс

[ω] ∈ H2(M,Q),

называется метрикой Ходжа. Подразумевая фиксированную метрику, ино-
гда говорят, что само многообразие M ходжево. Докажите, что комплексно-
аналитическое подмногообразие ходжева многообразия само является ходже-
вым многообразием.

Задача 7. Докажите, что все неособые комплексные подмногообразия в
CPn являются многообразиями Ходжа.

Задача 8. Докажите, что если усреднить на торе T2n = Cn/Γ ходжеву
метрику, то получится ходжева метрика с теми же периодами.


