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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.

ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PV ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄ-
ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ` ⊂ V , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × V , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
ðÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n+1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ FPn). åÓÌÉ W ⊂ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
PW ⊂ PV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á PV .

ðÒÑÍÁÑ ` ⊂ V , ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ 0, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍ Ó×ÏÉÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ v ∈ `, v 6= 0. åÓÌÉ
v1; v2 ∈ `, v1 6= 0 6= v2, ÔÏ v2 = tv1, ÇÄÅ t ∈ F \ {0}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ PV ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
V \ {0} ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ v ∼ tv, t ∈ F \ {0}.

ðÕÓÔØ dimV = n É e1; : : : ; en ∈ V | ÂÁÚÉÓ. ìÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ v = x1e1 + · · ·+
xnen, ÇÄÅ x1; : : : ; xn ∈ F; ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï v 6= 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ xi 6= 0 ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ FPn ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ {(x1; : : : ; xn) | x1; : : : ; xn ∈ F; (x1; : : : ; xn) 6= (0; : : : ; 0)}=(x1; : : : ; xn) ∼
(tx1; : : : ; txn)∀t 6= 0. ïÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ FPn = {[x1 : · · · : xn]}, ÞÉÓÌÁ [x1 : · · · : xn] (ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ
É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ
ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ðÕÓÔØ W ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 É ÐÕÓÔØ L ⊂ V | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÏÅ W É ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ 0. åÓÌÉ ` ∈ PV \PW , ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ` ⊂ V ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ L × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ
a = `∩L. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ L ÐÒÑÍÁÑ (0a), ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ a É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ,
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ PV \PW . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ �L(`) def= `∩L | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ
PV \ PW É L, ËÏÔÏÒÏÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÅÌÑÅÔ PV \ PW ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
PV = L ∪ PW ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ FPn = L ∪ FPn−1, ÇÄÅ L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n − 1) ÎÁÄ
F. ôÏÞËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ PW ⊂ PV ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ (ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀ) ×ÅÝØ: ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ \ÏÂÙÞ-
ÎÙÅ" (ÔÏÞËÉ PV \PW ∼= L) É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ W ⊂ V É ÎÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔ
ÎÉËÁËÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.

÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �L : PV \ PW → L ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ U ⊂ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÒÉÞÅÍ U 6⊂W . ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩W ⊂ U
ÉÍÅÅÔ × U ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), Á PU ⊂ PV | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÓÌÉ ` ∈ PU \PW , ÔÏ
`∩L | ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ U ∩L, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ
×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ U ∩W . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �L|PU\PW ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �U∩L :
PU \ PW → U ∩ L. ôÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ U ∩W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
U ∩ L.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : PV → PV ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ
ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B : V → V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A(`1) = `2 É v ∈ `1, ÔÏ Bv ∈ `2; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÛÕÔ A = PB.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ A = PB, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ-
×ÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. éÍÅÅÍ P(B1B2) = PB1PB2. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ PB ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÐÒÉÞÅÍ (PB)−1 =
P(B−1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A = PB1 = PB2. ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C def= B1B−1
2 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ

` ⊂ V × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ v | × ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ: Cv = �(v)v, ÇÄÅ �(v) ∈ F\{0} ÐÒÉ v 6= 0. åÓÌÉ
dimV = 1, ÔÏ ÜÔÏ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ dimV > 1, ÔÏ ÐÕÓÔØ v1; v2 ∈ V | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ
(ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ) ×ÅËÔÏÒÙ; ÔÏÇÄÁ Cv1 = �1v1, Cv2 = �2v2. ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ C(v1+v2) = �(v1+v2); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, C(v1+v2) = �1v1+�2v2, ÏÔËÕÄÁ (�−�1)v1+(�−�2)v2 = 0.
ðÏÓËÏÌØËÕ v1 É v2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ �1 = � = �2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ C = B1B−1

2 ÕÍÎÏÖÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ
×ÅËÔÏÒ v ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ �, Ô.Å. B1 = �B2.

ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á PV ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, PGL(V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ
ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÅ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ V ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ {�I | � ∈ F \ {0}} ⊂
GL(V ) (ÇÄÅ I | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ).

1



ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ n = 1; ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ FP 1 = P(F2) = {[x : y]}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ W def=
{(x; 0) | x ∈ F} É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÅÊ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ L def= {(x; 1) | x ∈ F}. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ×ÙÂÏÒ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ a0 = (0; 1) ∈ L ÚÁÄÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Sa0 : W → L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Sa0(x) = (x; 1).

íÎÏÖÅÓÔ×Ï PW ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ [1 : 0]. åÓÌÉ y 6= 0, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ` = [x : y] = {(tx; ty) | t ∈ F}
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ L × ÔÏÞËÅ a = (x=y; 1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ % : FP 1 \ {[1 :
0]} → F, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ` = [x : y] ∈ FP 1 \{[1 : 0]} ÞÉÓÌÏ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F) S−1

a0 (`∩L) ∈ F
| \ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ" ÔÏÞËÉ [x : y]; × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ %([x : y]) = x=y, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, %−1(t) = [t : 1].
ôÏÞËÁ [1 : 0] | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ; ÕÓÌÏ×ÎÏ ÐÉÛÕÔ %([1 : 0]) = ∞.

çÒÕÐÐÁ GL(F2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ B =
(
a b
c d

)
, ÇÄÅ detB = ad − bc 6= 0. ðÕÓÔØ ` = %−1(t) = [t : 1] É

v = (t; 1) ∈ `. ôÏÇÄÁ Bv = (at+ b; ct+ d) ∈ `′, ÇÄÅ `′ = [at+ b : ct+ d]. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ PB([t : 1]) = [at+ b : ct+ d], Á
ÅÓÌÉ ~B def= %◦PB ◦%−1, ÔÏ ~B(t) = at+b

ct+d , Ô.Å. ~B | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ, ÅÓÌÉ c = 0). õÓÌÏ×ÉÅ
ad − bc 6= 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ at+b

ct+d 6= const: ëÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ~B(∞) = a=c É ~B(−d=c) = ∞, ÞÔÏ ÐÒÉ F = R
ÉÌÉ C ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÐÒÅÄÅÌÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ PGL(1;F) ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.


