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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ II. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B ∈ GL(V ) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ W ⊂ V × ÓÅÂÑ, ÔÏ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ PB ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L = PV \ PW , ÐÒÉÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÅ B|L : L → L | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ÷ÓÑËÏÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
P : L → L ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ W × ÓÅÂÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ L ⊂ V | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ W , ÎÏ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÎÅÊ
| ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, L = e + W , ÇÄÅ e =∈ W . ðÏÓËÏÌØËÕ B(W ) = W , ÉÍÅÅÍ B(L) = B(e + W ) = B(e) + W
| ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ L (ÐÏÞÅÍÕ?). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ W ÒÁ×ÎÁ 1, ×ÅËÔÏÒÙ
e É B(e) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ × (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ) ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V=W . á ÐÏÓËÏÌØËÕ e =∈ W (Ô.Å. e 6= 0 ×
V=W ), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ F ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B(e) = ce × V=W | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, B(e)− ce ∈ W ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÖÅ É
B(e) =∈W , ÉÍÅÅÍ c 6= 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (ËÁË ÉÍÅÎÎÏ?), ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B1 = B=c ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × L ×
ÓÅÂÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, PB1 = PB = A. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A = PB ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
W × ÓÅÂÑ, ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ B ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ L × ÓÅÂÑ.

ôÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 2. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ NormPGL(PV )(PW ) ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ PW ⊂ PV × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ W .

îÁÚÏ×ÅÍ a1; : : : ; an+2 ∈ FPn ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ n + 1 ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ×
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H ⊂ FPn. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ xi ∈ ai, i = 1; : : : ; n + 2 | ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ (n + 1) ÉÚ ÎÉÈ
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × (n+ 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Fn+1, ÐÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ FPn.
ðÒÉÍÅÒ 1. a1; a2; a3 ∈ FP 1 | ÎÁÂÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÔÏÞËÁ ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï FP 0). a1; a2; a3; a4 ∈ FP 2 | ÎÁÂÏÒ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× a1; : : : ; an+2 É b1; : : : ; bn+2 ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ∈ PGL(n), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ai 7→ bi; i = 1; : : : ; n+ 2.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ui ∈ ai, vi ∈ bi, i = 1; : : : ; n+ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ a1; : : : ; an+1
ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ×ÅËÔÏÒÙ u1; : : : ; un+1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × Fn+1. ðÏÜÔÏÍÕ
ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ �1; : : : ; �n+1 ∈ F ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ un+2 = �1u1 + · · · + �n+1un+1. åÓÌÉ �k = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ k,
ÔÏ u1; : : : ; uk−1; uk+1; : : : ; un+2 ÌÅÖÁÔ × ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H ⊂ Fn+1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ
n ×ÅËÔÏÒÏ× u1; : : : ; uk−1; uk+1; : : : ; un+1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ n < n + 1 ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÒÏÄÉÔØ Fn+1,
ÐÏÜÔÏÍÕ H 6= Fn+1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÏÞÅË a1; : : : ; ak−1; ak+1; : : : ; an+2.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ �1; : : : ; �n+1 ÎÅÔ ÎÕÌÅÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ �1; : : : ; �n+1 ∈ F \ {0} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ vn+2 =
�1v1 + · · ·+ �n+1vn+1.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B : Fn+1 → Fn+1 ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ Xui = �i=�ivi, i = 1; : : : ; n + 1. ðÏÓËÏÌØËÕ
u1; : : : ; un+1 | ÂÁÚÉÓ, ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ B ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ v1; : : : ; vn+1 | ÂÁÚÉÓ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ B
ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, PB(ai) = bi ÐÒÉ i = 1; : : : ; n + 1. ôÅÐÅÒØ Bun+2 = ∑

i �iBui = ∑
i �ivi = vn+2. ïÔÓÀÄÁ

×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ PB(an+2) = bn+2.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ PC(ai) = bi ÐÒÉ i = 1; : : : ; n+2, ÔÏ Cui = yivi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. õÓÌÏ×ÉÅ Cun+2 = yn+2vn+2

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∑n+1
i=1 yi�ivi = yn+2

∑n+1
i=1 �ivi. ðÏÓËÏÌØËÕ v1; : : : ; vn+1 | ÂÁÚÉÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ yi = �i=�iyn+2, ÏÔËÕÄÁ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ PC = PB. ¤
÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 2:

ôÅÏÒÅÍÁ (äÅÚÁÒÇÁ). ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ aa′, bb′ É cc′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÙÈ ab ∩ a′b′, ac ∩ a′c′ É bc ∩ b′c′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ äÅÚÁÒÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ | ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ
ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, ÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÔÐÒÁ×ÉÔØ Ä×Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ
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ÔÏÞËÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ab ∩ a′b′ É bc ∩ b′c′. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ
(ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ÐÒÑÍÙÅ aa′, bb′ É cc′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ o, ÐÒÑÍÁÑ ab ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
a′b′, ÐÒÑÍÁÑ bc ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ b′c′. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ ac ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ a′c′. ¤

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÔÅÍ
ÖÅ ÐÏÌÅÍ F, ÞÔÏ É V : (`1 + `2)(v) = `1(v) + `2(v), (�`)(v) = �`(v); ÚÄÅÓØ v ∈ V , `; `1; `2 : V → F | ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ, É � ∈ F. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V ∗ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë V .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : V → (V ∗)∗, ÇÄÅ ×ÓÑËÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
'(v) : V ∗ → F, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ '(v)(`) def= `(v); ÚÄÅÓØ ` ∈ V ∗, ÔÏ ÅÓÔØ ` : V → F | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. 1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

2) åÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V , Á ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ' | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ v ∈ Ker(') ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
'(v)(`) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ` ∈ V ∗ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, `(v) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ` : V → F. åÓÌÉ
v 6= 0, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ (ÄÁÖÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ V ) ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ v ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ, Ô.Å. ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ e� ∈ V ,
ÞÔÏ e0 = v. îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ` ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ `(e0) = `(v) = 1 É `(e�) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ � 6= 0. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ `(v) 6= 0, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ v ∈ Ker(').

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, É e1; : : : ; en ∈ V | ÂÁÚÉÓ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ e∗1; : : : ; e∗n :
V → F ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ e∗i (ej) = 1, ÅÓÌÉ i = j, É 0, ÅÓÌÉ i 6= j. åÓÌÉ u = �1e∗1 + · · ·+ �ne∗n | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ
e∗1; : : : ; e∗n, ÔÏ u(ej) = �j . ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ` : V → F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ` ÎÁ ×ÓÅÈ e1; : : : ; en | ÜÔÏ u = `(e1)e∗1 + · · · + `(en)e∗1.
ä×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u = `, É e∗1; : : : ; e∗n | ÂÁÚÉÓ × V .

éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ dimV ∗ = n = dimV É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, dim(V ∗)∗ = dimV . ðÏÓËÏÌØËÕ ' : V → (V ∗)∗
| ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ¤
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ dimV = ℵ0, Ô.Å. V ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e1; e2; : : : . þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V ∗?

äÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ⊂ V ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Ann(U) ⊂ V ∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ U , Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ` : V → F ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ `|U = 0.
ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ dimU + dim Ann(U) = dimV , Á '(U) = Ann(AnnU).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × e1; : : : ; ek ∈ U É ÄÏÓÔÒÏÉÍ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ek+1; : : : ; en ÄÏ
ÂÁÚÉÓÁ × V . ðÕÓÔØ e∗1; : : : ; e∗n ∈ V ∗ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ)
` ∈ V ∗ ÉÍÅÅÍ ` = `(e1)e∗1 + · · · + `(en)e∗n; ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ `(e1) = · · · = `(ek) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ` Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× e∗k+1; : : : ; e∗n. îÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á `(e1) = · · · = `(ek) = 0
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ` ∈ Ann(U), ÔÁË ÞÔÏ e∗k+1; : : : ; e∗n | ÂÁÚÉÓ × Ann(U), É dim Ann(U) = n− k.

åÓÌÉ v = '(u) ∈ V ∗∗, ÇÄÅ u ∈ U ⊂ V , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ` ∈ Ann(U) ÉÍÅÅÍ v(`) = `(u) = 0. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ '(U) ⊂ Ann(Ann(U)). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ dimU = k, ÔÏ dim Ann(Ann(U)) = dimV ∗∗−dim Ann(U) =
n − (n − k) = k = dimU = dim'(U) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÐÏÓËÏÌØËÕ ' ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
×ËÌÀÞÅÎÉÅ '(U) ⊂ Ann(Ann(U)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ¤

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á PU ⊂ PV É (PU)� def= PAnnU ⊂ PV ∗ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ. éÚ
×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ V Ó V ∗∗ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ', ÔÏ
(W �)� = W ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ⊂ PV .
ôÅÏÒÅÍÁ 5. AnnU1 ∩AnnU2 = Ann(U1 ⊕ U2); AnnU1 ⊕AnnU2 = Ann(U1 ∩ U2).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ` ∈ Ann(U1 ⊕ U2), ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ U1; U2 ⊂ U1 ⊕ U2, ÉÍÅÅÍ ` ∈ AnnU1 É ` ∈ AnnU2.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÑËÉÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ U1 ⊕ U2 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ v = w1 + w2, ÇÄÅ w1 ∈ U1, w2 ∈ U2.
ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ` ∈ AnnU1∩AnnU2, ÔÏ `(v) = `(w1)+`(w2) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ` ∈ Ann(U1⊕U2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ
ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. (äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ËÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ÔÅÏÒÅÍÙ 4 | ÄÏËÁÖÉÔÅ!) ¤

ðÕÓÔØ W1;W2 ⊂ PV | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 〈W1;W2〉 ⊂ PV ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁË W1, ÔÁË É W2. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ (ÐÒÏ×ÅÒØ-
ÔÅ!), ÞÔÏ ÅÓÌÉ W1 = PU1, W2 = PU2, ÔÏ 〈W1;W2〉 = P(U1 ⊕ U2). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 〈W1;W2〉 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ W1 É W2 ÎÕÌØÍÅÒÎÙ (ÔÏÞËÉ) É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ 〈W1;W2〉 | (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ)
ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, Á ÅÓÌÉ W1 = W2, ÔÏ 〈W1;W2〉 = W1 = W2 (× ÎÕÌØÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |
ÔÏÞËÁ). ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 5 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ W1;W2 ⊂ PV | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ 〈W1�;W2�〉 = (W1 ∩W2)� É
ÎÁÏÂÏÒÏÔ, 〈W1;W2〉� = W1� ∩W2�.



åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÙ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É 〈W1;W2〉, ÔÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 4 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 2, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ \Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ":
ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ Wi ÎÁ Wi� (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ), ×ÓÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÎÁ 〈W1;W2〉 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.
ðÒÉÍÅÒ 2. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏÞËÁÍ a:a′; b; b′; c; c′ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÐÒÑÍÙÅ �; �′; �:�′; 
; 
′. ðÒÑÍÙÍ aa′, bb′, cc′,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×À 2, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ � ∩ �′, � ∩ �′ É 
 ∩ 
′. ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÐÒÑ-
ÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. éÔÏÇÏ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ � ∩ �′, � ∩ �′ É 
 ∩ 
′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ {p} = � ∩ �, {p′} = �′ ∩ �′, {q} = � ∩ 
, {q′} = �′ ∩ 
′,
{r} = � ∩ 
, {r′} = �′ ∩ 
′. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ pp′, qq′ É rr′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÔØ p 7→ a, q 7→ b, r 7→ c, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ p′; q′; r′, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ � ÓÔÁÎÅÔ ÐÒÑÍÏÊ ab,
� 7→ bc É 
 7→ ac, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �′; �′; 
′. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÓÁÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ äÅÚÁÒÇÁ: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ab ∩ a′b′, ac ∩ a′c′ É bc ∩ b′c′
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ aa′, bb′ É cc′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.


