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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ: ÏÂÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C.

âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : V × V → F,
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÔÏÒÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ). æÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ B(u; v) = B(v; u) ÄÌÑ ×ÓÅÈ u; v ∈ V . åÓÌÉ B | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ
Q : V → F, ÒÁ×ÎÁÑ Q(v) def= B(v; v), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

éÚ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ B ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Q(u + v) = B(u + v; u + v) = B(u; u) + B(v; v) +
2B(u; v) = Q(u) + Q(v) + 2B(u; v). åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ F ÒÁ×ÎÁ 2 (Ô.Å. × ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ 2 = 0), ÔÏ Q
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ!); ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÍÙ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÂÕÄÅÍ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÅ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 1=2, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë 2 6= 0, É ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ: B(u; v) = 1

2 (Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)) (B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ Q).
÷ ÄÁÌØÎÅÊÎÅÍ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ 2, B |

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÎÅÍ, Q | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ (É
ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÏÖÅ) ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ Q(V ).

ëÓÌÉ A : V1 → V2 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �A :
V1 → V2, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (�A(Q))(v) = Q(Av). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ C : V2 → V3 | ÄÒÕÇÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ�Aó = �A ◦ �C . (îÁ ÑÚÙËÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-
ÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÎÅÅ ÖÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q(V ), Á ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ A | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �A.) ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ A | ÉÚÏÍÏÒÆÉÍ
(ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ), ÔÏ
É �A | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ
2 É ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ Q ∈ Q(V ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ k, 0 ≤ k ≤ n É ÞÉÓÌÁ q1; : : : ; qk ∈ F \ {0} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ Q
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ Sq1;:::;qk ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Fn, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Sq1;:::;k(x1; : : : ; xn) = q1x2

1 + · · ·+qkx2
k.

þÉÓÌÏ k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ Q.
ðÕÓÔØ A : Fn → V | ÏÂÒÁÔÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÅÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1,

É ÐÕÓÔØ f1; : : : ; fn ∈ Fn | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (fi = (0; : : : ; 1; : : : ; 0), ÇÄÅ 1 ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ), ÔÏ e1 = Af1; : : : ; en =
Afn | ÂÁÚÉÓ × V . ïÂÒÁÔÎÏ, ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:
ôÅÏÒÅÍÁ 1'. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
v = ∑n

i=1 xiei, ÔÏ Q(v) = q1x2
1 + · · ·+ qkx2

k, ÇÄÅ q1; : : : ; qk 6= 0. þÉÓÌÏ k ≤ n ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (É
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ
e1; : : : ; en ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B(ei; ej) = 0 ÐÒÉ i 6= j (ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B).

åÓÌÉ B ≡ 0, ÔÏ ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ e1 ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
Q(e1) 6= 0 | ÉÎÁÞÅ B ≡ 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ v 7→ B(v; e1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ), ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ e⊥1

def= {v ∈ V | B(v; e1) = 0} | ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × V ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÁ e1. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, × e⊥1
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e2; : : : ; en, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B. ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ× e1; e2; : : : ; en Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÂÁÚÉÓÏÍ × V (ÐÏÓËÏÌØËÕ e1 =∈ e⊥1 ), ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ v = x1e1 + · · · + xnen, ÔÏ Q(v) = B(v; v) = ∑n
i;j=1B(ei; ej)xixj = ∑n

i=1Q(ei)x2
i , ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ (ÍÙ ×ÙÂÉÒÁÅÍ e1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q(e1) 6= 0, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ Q É B ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ)
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ k ≤ n, ÞÔÏ Q(ej) 6= 0 ÐÒÉ 1 ≤ j ≤ k É Q(ej) = 0 ÐÒÉ k + 1 ≤ j ≤ n.

îÁÚÏ×ÅÍ ÑÄÒÏÍ ÆÏÒÍÙ B ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï KerB, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ v ∈ V , ÞÔÏ B(u; v) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈ V .
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ek+1; : : : ; en ∈ KerB. åÓÌÉ KerB ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅËÔÏÒ ×ÉÄÁ v = x1e1 + · · · + xnen, ÇÄÅ xi 6= 0 ÈÏÔÑ
ÂÙ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i ≤ k, ÔÏ B(v; ei) = xiQ(ei) 6= 0 ×ÏÐÒÅËÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ v ∈ KerB. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, KerB |
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ek+1; : : : ; en, É k = n− dim KerB ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ. ¤

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Q(�v) = �2Q(v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V É � ∈ F. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Q(v) = 0, ÔÏ Q(�v) = 0. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PQ def= {p ∈ PV | Q(v) = 0 ∀v ∈ p} ⊂ PV ; ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
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Ë×ÁÄÒÉËÏÊ, Á ÐÒÉ dimV = 3 | ËÏÎÉËÏÊ (ÏÔ \ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ"). åÓÌÉ A : V → V | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ,
p ∈ PQ É v ∈ p, ÔÏ �A(Q)(A−1v) = Q(v) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ (PA−1(p) ∈ P�A(Q). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ PA ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) Ë×ÁÄÒÉËÕ P�A(Q) ÎÁ PQ; ÔÁËÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ É ÇÒÕÐÐÙ PGL(V ) ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ
Ë×ÁÄÒÉËÁÈ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÅ F = C. (üÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÁÄÁÞÅÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ Ë×ÁÄÒÉË.)
úÁÍÅÞÁÎÉÅ . úÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ É Ë×ÁÄÒÉË ÓÉÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÏÌÑ F É ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ \ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÏÌÅÊ"; ÏÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÁ ÕÖÅ ÐÒÉ F = Q. ÷ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ
ÓÌÕÞÁÑÍÉ F = C É F = R.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ä×Å ÐÒÏÅËÔ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁÄ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å CPn ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Cn+1 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÎÇ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÙ Q1, Q2 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ k. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÏÎÉ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙ ÆÏÒÍÁÍ Sq1;:::;Qk É Sq′1;:::;q′k ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Fn. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C : Fn → Fn ÆÏÒÍÕÌÏÊ
C(x1; : : : ; xn) = (x1

√
q1=q′1; : : : ; xn

√
qn=q′n). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �C(Sq′1;:::;q′k) = Sq1;:::;qk , ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÙ Sq1;:::;qk É

Sq′1;:::;q′k ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Q1 É Q2 ÔÁËÖÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ PQ1
É PQ2 ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ìÅÍÍÁ 1. ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × FPn ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × Ë×ÁÄÒÉËÅ PQ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ Ó ÎÅÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÏÂÝÉÈ
ÔÏÞÅË. åÓÌÉ F = C, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ a def= [a0 : · · · : an]; b def= [b0 : · · · :
bn] ∈ FPn, ÜÔÏ {ta+sb def= [a0t+b0s : · · · : ant+bns] | (t; s) ∈ F2\{(0; 0)}}. ôÏÞËÁ ta+sb ∈ PQ, ÅÓÌÉ Q(ta+sb) = 0,
ÔÏ ÅÓÔØ t2Q(a) + 2tsB(a; b) + s2Q(b) = 0, ÇÄÅ B | ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ Q. äÁÌÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ:

1) Q(a) 6= 0. ôÏÇÄÁ a =∈ PQ, É (t; 0) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë
×ÉÄÕ Q(a)(t=s)2 + 2B(a; b)(t=s) + Q(b) = 0. óÔÅÐÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ 2, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2
ËÏÒÎÅÊ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÅÓÌÉ Q(b) 6= 0.

2) Q(a) = Q(b) = 0, ÎÏ B(a; b) 6= 0. ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2B(a; b)ts = 0 É ÉÍÅÅÔ 2 ÒÅÛÅÎÉÑ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ: (1; 0) É (0; 1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó
Ë×ÁÄÒÉËÏÊ, É ÜÔÏ a É b.

3) Q(a) = Q(b) = B(a; b) = 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × Ë×ÁÄÒÉËÅ.
åÓÌÉ F = C, ÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ 1 ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ

Ó Ë×ÁÄÒÉËÏÊ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ F. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ 1 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÒÅÎØ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÊ. ¤

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ Ë×ÁÄÒÉËÉ PQ1 É PQ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: PQ = (PA)(PQ1),
ÇÄÅ A : V → V | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Q2(v) def= �A(Q); ÔÏÇÄÁ Q2 | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ
ÆÏÒÍÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁ, ÞÔÏ É Q (ÐÏÞÅÍÕ?), É Ë×ÁÄÒÉËÉ PQ1 É PQ2 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ
ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ: ∃� ∈ C \ {0} : Q1(v) = �Q2(v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-
ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ R = Q1 − tQ2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ∈ C, É ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ: Q1(a); Q2(a) 6= 0. ôÏÇÄÁ
R(a) = Q1(a)− �Q2(a) = 0 ÐÒÉ � = Q1(a)=Q2(a) 6= 0.

ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ` ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ CPn; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
Ë×ÁÄÒÉËÕ × ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ. ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ R ÎÁ ` | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÕÌÉ
× ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ` Ó Ë×ÁÄÒÉËÏÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÎÕÌØ ËÒÁÔÎÙÊ.
îÏ ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ a, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ` ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ PR, ÏÔËÕÄÁ R(b) =
0, ÔÏ ÅÓÔØ Q1(b) = �Q2(b). ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ b ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ, ÆÏÒÍÙ Q1 É Q2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. îÁÄ ÐÏÌÅÍ
F = C ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: Q1(b) = Q2(b

√
�) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ

ÒÁÎÇ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 1. ë×ÁÄÒÉËÁ ÒÁÎÇÁ 2 × CPn ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ: x2

0 + x2
1 = 0 ⇔ x1 = ±ix0; ×

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 2 ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. ë×ÁÄÒÉËÁ ÒÁÎÇÁ 1 ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ
ÐÏÌÅÍ): x2

0 = 0 ⇔ x0 = 0; ÏÂÙÞÎÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ \Ä×Å ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ".
ðÒÉÍÅÒ 2. ëÏÎÉËÁ P ⊂ CP 2 ÒÁÎÇÁ 3 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
a ∈ P É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ b ∈ CP 2. ôÏÇÄÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
2B(a; b)ts+Q(b)s2 = 0 É ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ s = 0 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ a. åÓÌÉ B(a; b) = 0, ÔÏ ÜÔÏÔ
ËÏÒÅÎØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (É Ä×ÕËÒÁÔÎÙÊ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÉËÁ ÒÁÎÇÁ 3 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!)
É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Q(b) = 0 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÁÑ ` ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë Ë×ÁÄÒÉËÅ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ



B(a; b) = 0 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ a ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ b É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ CP 2. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÏÎÉËÅ ÒÁÎÇÁ 3 × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ a ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.

åÓÌÉ B(a; b) 6= 0, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÒÎÑ, É ÐÒÑÍÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÏÎÉËÕ × Ä×ÕÈ
ÔÏÞËÁÈ (ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ a). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ
ËÏÎÉËÉ ÒÁÎÇÁ 3 É ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÁ ÔÏÞËÁ a ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ) | ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÏÞËÉ ËÏÎÉËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ
a� ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.


