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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

ðÌÏÓËÏÓÔØÀ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ
×ÙÄÅÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÐÒÑÍÙÍÉ, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ % : � × � → R Ä×ÕÈ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÌÀÓ ÆÕÎËÃÉÑ) ÄÏÌÖÎÁ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁËÓÉÏÍÙ
ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ. ÷ ÁËÓÉÏÍÁÈ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ É ÐÒÑÍÙÅ:

A1. þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ.
A2. þÅÒÅÚ ÐÒÑÍÕÀ ` É ÔÏÞËÕ a, ÅÊ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÝÉÈ `.
(ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÉÐÁ \ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÐÒÑÍÁÑ ÎÅÐÕÓÔÙ, ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ").

÷ ÁËÓÉÏÍÁÈ ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁËÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ", É ËÁËÉÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á | \ÐÒÑÍÙÍÉ". üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ:
ðÒÉÍÅÒ 1 (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ). � = {(x; y) ∈ R2 | y > 0} | ×ÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÒÑÍÙÍÉ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ (ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ), Á ÔÁËÖÅ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÌÕÞÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÃÉÓÓ.

áËÓÉÏÍÁ A2 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. áËÓÉÏÍÁ A1: ÐÕÓÔØ a; b ∈ �. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ [a; b].
åÓÌÉ ÏÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ a É b ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÌÕÞÅ. åÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÇÒÁÎÉÃÕ × ÔÏÞËÅ p, ÔÏ a É b ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ p É ÒÁÄÉÕÓÏÍ ap.
ðÒÉÍÅÒ 2 (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ). � | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÒÑÍÙÅ | ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ
ÕÇÌÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ËÒÕÇÁ. áËÓÉÏÍÁ A2 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. áËÓÉÏÍÁ A1: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ a; b ∈ � É ÔÏÞËÕ a′,
ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ 0a ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1= |a| ÏÔ ÔÏÞËÉ 0. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b É a′ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ !. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ! | ÐÒÑÍÁÑ, ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. åÓÌÉ ! | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ a′ =∈ �, ! ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÇÒÁÎÉÃÕ � × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, c É d. ðÏÓËÏÌØËÕ |c|2 = 1 = |a| |a′|, ÐÒÑÍÁÑ 0c Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
!. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ! ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ � ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.
ðÒÉÍÅÒ 3 (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ). � | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
ðÒÑÍÙÅ | ÈÏÒÄÙ ËÒÕÇÁ. áËÓÉÏÍÙ A1{A2 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 4 (Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ). � = {(x; y; z) ∈ R3 | x2 + y2 − z2 = −1; z > 0} | ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÌÏÓÔÅÊ
Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ. ðÒÑÍÙÅ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ � Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ. áËÓÉÏÍÁ A1: ÐÕÓÔØ a; b ∈ �. åÓÌÉ a; b; O ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a É b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ:
a = (x; y; z), b = (tx; ty; tz), t > 0. îÏ ÔÏÇÄÁ (tx)2 + (ty)2 − (tz)2 = −t2 = −1, ÏÔËÕÄÁ t = 1, ÔÏ ÅÓÔØ a = b.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ O, a É b ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÌÅÖÁÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Ó ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÏÍ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÐÒÑÍÁÑ.

áËÓÉÏÍÁ A2: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ` ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÌÏ×ÉÎ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÌÅÖÁÝÅÊ × ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ L (×ÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏ×ÉÎÁ, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ
ÐÅÒ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ÷ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ L ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÕÀ �, ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ `; ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÌÏÓËÏÓÔØ M ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a É ÐÒÑÍÕÀ
� | ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ L ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ � É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ M ∩ L ∩� = ∅.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÙ 1{4 ÄÁÀÔ ÍÏÄÅÌØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | ÄÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ É ÚÁÄÁÔØ × ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÐÏËÁ
ÞÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÁÀÔ ÍÏÄÅÌØ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ.
1. íÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ËÒÕÇÅ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ | Ó ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØÀ H = {z | Im z > 0}, Á ËÒÕÇ | Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ËÒÕÇÏÍ 
 = {w | |w| <
1} ⊂ C Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(z) = (z− i)=(z+ i). åÓÌÉ Im z > 0, ÔÏ |z − i| < |z + i|, ÏÔËÕÄÁ |f(z)| < 1.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f(H) ⊂ 
. åÓÌÉ w = (z − i)=(z + i), ÔÏ z(w − 1) = −i(w + 1), ÏÔËÕÄÁ z = i(1 + w)=(1− w) |
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë f . ôÏÞËÉ 1 É −1 | ËÏÎÃÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ËÒÕÇÁ 
. åÓÌÉ w ∈ 
, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ w− 1 É w+ 1
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÕÐÏÊ ÕÇÏÌ, ÔÁË ÞÔÏ arg w−1

w+1 > �=2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Im(i(1+w)=(1−w)) = −Re((w+1)=(w−1)) > 0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f : H → 
 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
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ìÅÍÍÁ 1. ðÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ z1; z2; z3; z4 ∈ C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [z1; z2; z3; z4] def= (z3−z1)(z4−z2)

(z4−z1)(z3−z2) ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ z1; z2; z3; z4 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ z3 É z4 ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ
ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÈÏÒÄÙ (z1z2), ÔÏ ẑ1z3z2 = ẑ1z4z2, ÔÏ ÅÓÔØ arg(z3 − z1) − arg(z3 − z2) = arg(z4 − z1) − arg(z4 − z2).
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ arg[z1; z2; z3; z4] = 0, ÔÁË ÞÔÏ [z1; z2; z3; z4] ∈ R+. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ z3 É z4 ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÈÏÒÄÙ (z1z2), ÔÏ ẑ1z3z2+ẑ2z4z1 = �, ÏÔËÕÄÁ arg(z3−z1)−arg(z3−z2)+arg(z4−z2)−arg(z4−z1) = �.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, arg[z1; z2; z3; z4] = �, ÔÁË ÞÔÏ [z1; z2; z3; z4] ∈ R−.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ z1; z2; z3; z4 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ |
ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤
ìÅÍÍÁ 2. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ wk = azk+b

czk+d , k = 1; : : : ; 4,
ÔÏ [w1; w2; w3; w4] = [z1; z2; z3; z4].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÐÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f : H → 
 | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × H Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÈÏÒÄÙ × 
. åÓÌÉ ! ⊂ C | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ ! ∩H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ìÏÂÁ-
ÞÅ×ÓËÏÇÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c(!) = !, ÇÄÅ c(z) def= z | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ,
Ô.Å. ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ. éÍÅÅÍ (f ◦ c)(z) = f(z) = z−i

z+i = z+i
z−i = (� ◦ f)(z), ÇÄÅ

�(w) def= 1=w | ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÑÍÙÈ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f | ÄÕÇÉ ËÒÉ×ÙÈ ÉÌÉ ÈÏÒÄÙ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �.
ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ  ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �, ÔÏ  É ! ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ �(w) = w= |w|2. ðÏÜÔÏÍÕ �(a) = a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ !, É �(`) = `, ÇÄÅ ` | ÐÒÑÍÁÑ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. ðÕÓÔØ a ∈  ∩ !. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÒÑÍÕÀ ` ÞÅÒÅÚ 0 É a, É ÐÕÓÔØ ` ∩  = {a; b}. ðÏÓËÏÌØËÕ
!( ) =  , !(`) = ` É !(a) = a, ÉÍÅÅÍ !(b) = b, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ b = a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ ` |
ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ  , ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ  É ! ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ, ¤

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ  ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �, ÔÏ 
 ∩  | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÒÑÍÙÅ.
2. ëÒÕÇ (ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ) | ËÒÕÇ (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ c ∈ 
 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ ` × ÓÍÙÓÌÅ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ c ∈ `. ðÒÑÍÁÑ ` ÜÔÏ ÄÕÇÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ a; b ∈ !; ×ÏÚØÍÅÍ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å f(c) ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ 0c Ó ÈÏÒÄÏÊ ab.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÞÔÏ f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÒÑÍÙÅ ëÌÅÊÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÐÒÏ×ÅÒËÅ
ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ f(c) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÄÕÇÉ
` 3 c.
ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ !1; !2; !3 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ !1∩!2 = {a12; b12}; !2∩!3 = {a23; b23}; !1∩
!3 = {a13; b13}. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ (a12b12); (a23b23); (a13b13) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ !i ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ (x − pi)2 + (y − qi)2 = r2

i ; ÚÄÅÓØ
i = 1; 2; 3 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á `12; `23; `13, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ `ij : (x − pi)2 + (y − qi)2 − r2

i = (x −
pj)2 + (y− qj)2− r2

j . üÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙ (ÞÌÅÎÙ x2, y2 ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ!), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á `ij | ÐÒÑÍÙÅ.
ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ aij ; bij ∈ `ij , É ÐÏÜÔÏÍÕ `ij ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ (aijbij). ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ `12∩`23 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ (x−p1)2 +(y−q1)2−r2

1 = (x−p2)2 +(y−q2)2−r2
2 = (x−p3)2 +(y−q3)2−r2

3, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÔÁËÖÅ É `13. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ  1,  2 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ! ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ × ÔÏÞËÁÈ a1; b1 É a2; b2 ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ; ÐÕÓÔØ c =  1 ∩ 2 ∩
. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3 �(c) | ÄÒÕÇÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ  1 É  2 (ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÅ 
).
ôÏÞËÉ c É �(c) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ `, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÈÏÒÄÙ a1b1 É a2b2
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ `. ïÔÓÀÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ.
3. çÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ | ËÒÕÇ (ÍÏÄÅÌØ ëÌÅÊÎÁ). ôÏÞËÅ a ∈ � ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ ÐÒÏÅËÃÉÀ (ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ z = 1. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÏÍ � ÂÕÄÅÔ ËÒÕÇ {(x; y; z) | x2+y2 < 1; z = 1}, Á ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ É ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô.Å. ÈÏÒÄÙ.

áÂÓÏÌÀÔÏÍ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓØ; × ÍÏÄÅÌÉ × ËÒÕÇÅ (ðÕÁÎ-
ËÁÒÅ ÉÌÉ ëÌÅÊÎÁ) | ÇÒÁÎÉÃÁ ËÒÕÇÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ 1 É 2 ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ É
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÁÂÓÏÌÀÔ × ÁÂÓÏÌÀÔ.


