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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

ðÕÓÔØ � | ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÍÏÄÅÌÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÒÑÍÙÅ. ëÁË
ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÏÄÅÌÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ (ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ �);
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × ÌÅËÃÉÉ 9, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ É ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ ×
ÐÒÑÍÙÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
(É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ | ÕÔÏÞÎÉÔÅ!). íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ×
ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÐÒÉÎÃÉÐÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (Á ÎÅ
ÍÏÄÅÌÉ), ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ | ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ
Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÒÉËÉ (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ
ÍÙ ÅÝÅ ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÁËÓÉÏÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, Á ÏÂÝÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ ÏÂÓÕÄÉÍ ÐÏÚÄÎÅÅ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × ÍÏÄÅÌÑÈ ðÕÁÎËÁÒÅ É ëÌÅÊÎÁ \ÎÁÓÌÅÄÕÅÔÓÑ" ÉÚ R2 É R3, ÞØÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÜÔÉ ÍÏÄÅÌÉ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ f(z) = az+b

cz+d , ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc > 0, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ f(z) = az+b

cz+d , ÇÄÅ a; b; c; d ∈ R É ad − bc < 0, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ×
ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ); ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉ-
ÞÅÎ. äÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ
a; b; c; d ∈ R, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÓØ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÓØ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ H ÐÅÒÅ-
ÈÏÄÉÔ ÌÉÂÏ × ÓÅÂÑ, ÌÉÂÏ × ÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ f(i) = bd+ac

c2+d2 + iad−bcc2+d2 ∈ H, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(H) = H.
åÓÌÉ ! | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ !∩H | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c(!) = !,

ÇÄÅ c | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ◦ c = c ◦ f , ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ
× ÐÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ¤

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ
×ÉÄÁ.

ðÒÑÍÙÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ (× ÍÏÄÅÌÑÈ,
ÇÄÅ ÁÂÓÏÌÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | ÔÏ ÅÓÔØ × ÍÏÄÅÌÑÈ ðÕÁÎËÁÒÅ É × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ × ËÒÕÇÅ); × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÎÁ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × R3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ
ËÏÎÕÓÁ x2 + y2 − z2 = 0. åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ. ïÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � : H → H | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Á `1; `2 | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ. ôÏÇÄÁ
ÐÒÑÍÙÅ �(`1);�(`2) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, Ô.Å. ÌÉÂÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, ÌÉÂÏ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M(`1; `2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ `1, ÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ `2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÇÏÍÅÏ-
ÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M(`1; `2) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M(�(`1);�(`2)). îÏ ÄÌÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ m1;m2
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M(m1;m2) ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, Á ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ | ÎÅÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÑÍÙÅ �(`1);�(`2)
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ a | ÔÏÞËÁ ÁÂÓÏÌÀÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ `, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ a, É ×ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �(a) ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ �(`) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ (ÐÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ!). ðÏÓËÏÌØËÕ � ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ ` 3 a.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ, Á ÐÒÑÍÁÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ.

¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ × 0, 1 É ∞.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÂÓÏÌÀÔ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÕ ∞) | (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ,
Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p; q; r ∈ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ (Ô.Å. ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ) ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÅ f(t) = (at + b)=(ct + d), ÇÄÅ ad − bc 6= 0 É f(p) = 0, f(q) = 1, f(r) = ∞. åÓÌÉ ad − bc > 0, ÔÏ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ f(z), ÇÄÅ z ∈ H, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ. åÓÌÉ ad − bc < 0, ÁÆÆÉÎÎÙÍ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7→ f(�z). ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ � ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÔÏ
ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ  1 ⊂ H | ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔ × ÔÏÞËÁÈ p; q, Á  2 ⊂ H |
ÐÒÑÍÁÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔ × ÔÏÞËÁÈ r; s, Á t | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÔÏÞËÉ  1 ∩ 2, ÔÏ
(s− q)=(q − t) = (t− r)=(r − p).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÏÍÏÔÅÔÉÑ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ t É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (q − t)=(t− r) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ q × r É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
 1 ×  2. áÂÓÏÌÀÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × s, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÌÅÍÍÅ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ 0, 1 É ∞.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ' ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ '(t) ≡ t.

ðÕÓÔØ m = x + iy ∈ H. ðÒÑÍÁÑ (m0) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔ × ÔÏÞËÁÈ 0 É a, ÐÒÑÍÁÑ (m1) | × ÔÏÞËÁÈ 1 É b,
ÐÒÑÍÁÑ (m∞) | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ x. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 b = (1− a)x=(1−x). ïÂÒÁÚ �((m0)) | ÐÒÑÍÁÑ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ 0 É '(a), ÏÂÒÁÚ �((m1)) | ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ 1 É '(b), ÏÂÒÁÚ (m∞) | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ
Ó ÁÂÓÃÉÓÓÏÊ '(x). ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 '(b) = (1 − '(a))'(x)=(1 − '(x)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; a ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '( (1−a)x

1−x ) = (1−'(a))'(x)
1−'(x) .

ðÏÌÏÖÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ x = 1=2. ôÏÇÄÁ ∀a'(1 − a) = �(1 − '(a)), ÇÄÅ � = '(1=2)=(1 − '(1=2)). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÁÖÄÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ∀a'(a) = '(1− (1− a)) = �(1− '(1− a)) = �− �2 + �2'(a), ÏÔËÕÄÁ � = 1, É
'(1− a) = 1− '(a). ôÅÐÅÒØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: '( (1−a)x

1−x ) = '(1−a)'(x)
1−'(x) .

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ a = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ '(1) = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '( x
1−x ) = '(x)

1−'(x) . ôÅÐÅÒØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ: '((1 − a) · x

1−x ) = '(1 − a) · '( x
1−x ). ðÏÌÁÇÁÑ 1 − a = y, x=(1 − x) = z, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

'(yz) = '(y)'(z).
ðÕÓÔØ '(2) = u. ôÏÇÄÁ '(2�) = '(2)� = u� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ N. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 = '(2� · 2−�) = u� · '(2−�)

ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ '(2�) = u� ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ �. ôÅÐÅÒØ up = '((2p=q)q) = '(2p=q)q, ÏÔËÕÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(2�) = u� ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ Q. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ' ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ '(2�) = u� ÄÌÑ
×ÓÅÈ � ∈ R. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ '(t) = '(2log2 t) = ulog2 t = 2log2 t·log2 u = tlog2 u def= tr. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á '( x

1−x ) = '(x)
1−'(x)

ÐÏÌÕÞÁÅÍ r = 1. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ìÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ) ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : H → H | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2), É ÐÕÓÔØ f(0) = p, f(1) = q, f(∞) = r. ðÕÓÔØ g : RP 1 → RP 1 | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g(p) = 0, g(q) = 1, g(r) = ∞. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1, g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ
ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ h : H → H ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f ◦ h | ÁÆÆÉÎÎÏÅ É
ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÏÞËÉ 0; 1;∞ ÁÂÓÏÌÀÔÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, f ◦g = id, ÏÔËÕÄÁ f = g−1 | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ¤

æÌÁÇÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÒÏÊËÕ (a; p; S), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ a ∈ �, ÌÕÞÁ (ÐÏÌÕÐÒÑ-
ÍÏÊ) p Ó ÎÁÞÁÌÏÍ a É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ S ⊂ �, ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÌÕÞ p.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÌÁÇÏ× (a1; p1; S1), (a2; p2; S2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÏÄÉÎ × ÄÒÕÇÏÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ `1; `2 ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÌÕÞÉ p1; p2, É ÐÕÓÔØ `i ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔ × ÔÏÞËÁÈ ai; bi (i = 1; 2).
óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÌÅËÃÉÉ 10, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f : H → H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a1) = a2,
f(b1) = b2. ôÏÇÄÁ f(`1) = `2, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ × ÌÀÂÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ` ⊂ H | ÐÒÑÍÁÑ, a1; a2 ∈ `; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f : H →
H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a1) = a2 É f(`) = `. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ` |
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ, ÔÁË ÞÔÏ a1 = k1i, a2 = k2i, k1; k2 > 0. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f(z) = k2=k1 · z



ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ a1 × a2 É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ `. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ `1; `2 É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a1 ∈ `1,
a2 ∈ `2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ a1 × a2 É `1 × `2.

ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ` ÔÏÞËÁ a ∈ ` ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÎÁ Ä×Á ÌÕÞÁ, ËÏÎÃÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÜÔÉ ÌÕÞÉ ÍÅÓÔÁÍÉ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÕ a É
ÐÒÑÍÕÀ `). âÅÚ ÏÇÎÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÞÔÏ ` | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ
É a = i. ôÏÇÄÁ ×ÏÚØÍÅÍ f(z) = 1=z.

ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ` ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÎÁ Ä×Å ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ × ÓÅÂÑ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ ` (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×ÓÅ ÌÕÞÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ `)
É ÍÅÎÑÀÝÅÅ ÜÔÉ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÅÓÔÁÍÉ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ËÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ), ÞÔÏ ` | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÎÉÍÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ; ÔÏÇÄÁ f(z) = −�z.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÆÌÁÇ (a1; p1; S1) × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÆÌÁÇ (a2; p2; S2).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ a1 = a2 = i,
p1 = p2 | ÌÕÞ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × i ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ××ÅÒÈ, É S1 = S2 | ÐÒÁ×ÁÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ Ó
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ). ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔ
ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ 0 É ∞, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(t) = ct; c ∈ R. úÎÁÞÉÔ, ÌÉÂÏ �(z) = cz; c > 0, ÌÉÂÏ �(z) =
cz; c < 0. îÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÔÏÞËÕ i É ÐÒÁ×ÕÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ¤

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
| ÇÒÕÐÐÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ \ÍÅÎØÛÅ", ÞÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Å×-
ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.


