
îåúá÷éóéíùê íïóëï÷óëéê õîé÷åòóéôåô çåïíåôòéñ, ÷åóîá 2019 ç.

ìåëãéñ 11

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×Á× ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÁËÓÉÏÍÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÍ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÙÅ × ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ \ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ" (ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ É × ËÒÕÇÅ, ëÌÅÊÎÁ
× ËÒÕÇÅ É ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ) | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÄÅÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÉÖÅ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ É × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ÅÅ
ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ.

÷ÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁËÓÉÏÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ:
A3. %(a; b) ≥ 0, ÐÒÉÞÅÍ %(a; b) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = b.
A4. %(a; b) = %(b; a).
A5. %(a; c) ≤ %(a; b) + %(b; c).
ëÏÒÏÔËÏ: ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÅÓÌÉ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á

% : X×X → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ A3{A5, ÔÏ X ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ,
Á % | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÍÅÔÒÉËÏÊ).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ:
A6. åÓÌÉ %(a; c) = %(a; b) + %(b; c), ÔÏ ÔÏÞËÉ a, b É c ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ b

ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ a É c.
A7. éÚ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÊ ` ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ % × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎÁÒÅ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ

ÆÕÎËÃÉÀ ' : � → R+ É ÐÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ 
 : [0; 1] → � | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ 
(0) = a É 
(1) = b.
ðÏÓËÏÌØËÕ � ⊂ R2, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ 
(t) × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ: 
(t) = (u(t); v(t)). ÷ÅËÔÏÒ 
′(t) def= (u′(t); v′(t))
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ 
(t). îÁÚÏ×ÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÉÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ
×ÅÌÉÞÉÎÕ ‖
′(t)‖'

def= '(
(t)) |
′(t)| = '(
(t))
√
u′(t)2 + v′(t)2 | ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ

×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ 
′(t), ÔÁË É ÏÔ \ÔÏÞËÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" 
(t). äÌÉÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
 ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ `'(
) =∫ 1
0 ‖
′(t)‖' dt. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÉÎ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ a É b (Ô.Å. ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
(0) = a, 
(1) = b),

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ R'(a; b); ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %'(a; b) = inf R'(a; b).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÁ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ (× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R'(a; b) ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ a É b. îÁÍ ÜÔÏÔ
ÆÁËÔ (×ÅÒÎÙÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ '!) ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %' (Ó ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ') ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ A3{A5.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. A4: ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ 
(t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ ~
(t) def= 
(1− t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ b É a. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
‖~
′(t)‖' = ‖
′(1− t)‖', ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ `'(~
) = `'(
). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ R'(a; b) = R'(b; a), ÏÔËÕÄÁ %'(a; b) =
%'(b; a).

A5: ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÉ a É c ËÒÉ×ÏÊ 
1, Á ÔÏÞËÉ c É b ËÒÉ×ÏÊ 
2. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ | ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ

 | ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ a É b. ëÒÉ×ÁÑ 
 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ; ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ " > 0 ÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÇÌÁÄÉÔØ
×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ c ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ~
, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ `'(~
) ≤ `'(
1) + `'(
2) + ".
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∀" > 0∀x ∈ R'(a; c); y ∈ R'(c; b)∃z ∈ R'(a; b) : z ≤ x + y + ". ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ %'(a; b) = inf R'(a; b) ≤ inf R'(a; c) + inf R'(b; c) = %'(a; c) + %'(b; c).

A3: ÐÕÓÔØ a 6= b. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË P ⊂ �, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a É b ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ. ðÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÉË P ËÏÍÐÁËÔÅÎ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ × ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ), ÆÕÎËÃÉÑ
'(x; y) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ' ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ × P Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑ m > 0; ÔÁË ÞÔÏ '(p) ≥ m > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ P .

ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÒÉ×ÁÑ 
, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ a É b, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × P . äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2 ∈ R2

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |v1 + v2| ≤ |v1| + |v2|, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÅÅ ÍÏÄÕÌÑ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ
É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ `'(
) =

∫ 1
0 '(
(t)) |
′(t)| dt ≥ m

∫ 1
0 |
′(t)| dt ≥ m

∣∣∣
∫ 1

0 
′(t) dt
∣∣∣ =

m |b− a|.
1



ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÒÉ×ÁÑ 
 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ @P ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. çÒÁÎÉÃÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ @P ⊂ P ÚÁ-
ÍËÎÕÔÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ P ËÏÍÐÁËÔÅÎ). æÕÎËÃÉÑ r : @P → R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×ÏÍ r(x) def= |x− a|, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ @P Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ r∗ > 0.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï T = 
−1(@P ) def= {t ∈ [0; 1] | 
(t) ∈ @P} ÔÁËÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ 
 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ). óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ t∗ > 0 (0 =∈ T , ÐÏÓËÏÌØËÕ a = 
(0) ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ P ). ôÏÇÄÁ
`'(
) ≥ ∫ t∗

0 '(
(t)) |
′(t)| dt ≥ m
∫ t∗

0 |
′(t)| dt ≥ m
∣∣∣
∫ t∗

0 
′(t) dt
∣∣∣ = m |a− 
(t∗)| ≥ mr∗.

éÚ Ä×ÕÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ %'(a; b) = inf R'(a; b) ≥ min(m |b− a| ;mr∗) > 0. ¤
óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍ A6 É A7 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ '.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÑ ' ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
`'(
) = `'(f ◦ 
) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ` É ×ÓÑËÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ f : � → �. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %'
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ A6 É A7.
ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ, É f(z) = z. ôÏÇÄÁ |f(z + �)− z| = |�|+ o( |�|) ÐÒÉ � → 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f(z) = (az+ b)=(cz+ d), a; b; c; d ∈ R, ad− bc > 0; ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ
ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ
|f ′(z)| = 1.
f(z + �)− z = f(z + �)− f(z) = f ′(z)�+ o(�) ÐÒÉ � → 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |f(z + �)− z| = |f ′(z)| |�|+ o( |�|),

É ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |f ′(z)| = 1. éÍÅÅÍ f ′(z) = (ad − bc)=(cz + d)2. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï z = f(z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ z =
(az + b)=(cz + d); ÐÏÓËÏÌØËÕ a; b; c; d ∈ R, ÉÍÅÅÍ �z = (a�z + b)=(c�z + d). ÷ÙÞÉÔÁÑ ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ,
ÐÏÌÕÞÉÍ z − �z = az+b

cz+d − a�z+b
c�z+d = (az+b)(c�z+d)−(a�z+b)(cz+d))

(cz+d)(c�z+d) = (ad−bc)(z−�z)
|cz+d|2 = |f ′(z)| (z − �z), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ '(i) def= k > 0. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ z ∈ H ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f : H → H ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(z) = i. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ '(z) = k |f ′(z)|. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÅÓÌÉ f1; f2 | Ä×Á ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g = f−1

2 ◦ f1 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ
ÔÏÞËÕ z. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |g′(z)| = 1; ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g′(z) =
f ′1(z)=f ′2(z). ïÔÓÀÄÁ |f ′1(z)| = |f ′2(z)|.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ 
 : [0; 1] → H | ËÒÉ×ÁÑ, F : H → H | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, É �(t) def= F (
(t)).
åÓÌÉ f(�(t)) = i, ÔÏ (f ◦F )(
(t)) = i. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ �′(t) = F ′(
(t))
′(t).
ôÅÐÅÒØ '(�(t)) |�′(t)| = c |f ′(�(t))�′(t)| = c |f ′(�(t))F ′(
(t))
′(t)| = c |(f ◦ F )′(
(t))| |
′(t)| = '(
(t)) |
′(t)|. ïÔ-
ÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ `'(�) =

∫ 1
0 '(�(t)) |�′(t)| dt =

∫ 1
0 '(
(t)) |
′(t)| dt = `'(
) | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÙÈ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F : H → H | ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Å×ËÌÉ-
ÄÏ×Õ ÄÌÉÎÕ ÏÎ ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ' : H → R ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÔÏÞËÉ:
' = '(y). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÙÈ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ �(z) def= −�z. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ H | ÌÉÂÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÌÉÂÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
É �, ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ Ä×Å ÔÏÞËÉ a; b ∈ H, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ab). áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ a É b ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ×ÅÒ-
ÔÉËÁÌØÎÏÍ ÌÕÞÅ: a = (p; y1), b = (p; y2). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÔÒÉËÁ ÁÆÆÉÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË. óÏÅÄÉÎÉÍ a É b ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ 
(t) = (
x(t); 
y(t)).
ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ 
x 6= const: (ÔÏ ÅÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ 
 ÎÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍÕ ÌÕÞÕ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ

0, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a É b É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ `'(
0) < `'(
).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 
0(t) = (p; 
y(t)) | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ a É b. ôÏÇÄÁ `'(
) =∫ 1

0 '(
(t))
√

(
′x(t))2 + (
′y(t))2 dt =
∫ 1

0 '(
0(t))
√

(
′x(t))2 + (
′y(t))2 dt (ÐÏÓËÏÌØËÕ ' ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÁÂÓÃÉÓÓÙ ÔÏÞ-
ËÉ) >

∫ 1
0 '(
0(t)) |
′y(t)| dt = `'(
0). ¤

ðÕÓÔØ, ÄÌÑ ÏÐÒÅÌÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, y2 > y1, Ô.Å. ÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÔÏÞËÉ a.
ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ 
(t) = (p; 
y(t)) ÉÄÅÔ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍÕ ÌÕÞÕ, ÎÏ ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (ÆÕÎËÃÉÑ 
y ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ 
0, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a É b É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ `'(
0) < `'(
).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ 
y ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ t1 < t2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 
y(t1) = 
y(t2). ðÕÓÔØ∫ t2
t1 '(
(t)) |
′(t)| dt def= a; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, a > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÕÀ 
0(t) = (p; 
0;y(t)) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ 
0;y(t) = 
y(t)

ÐÒÉ 0 ≤ t ≤ t1 − " É t2 + " ≤ t ≤ 1, 
0;y(t) = 
y(t1) = 
y(t2) ÐÒÉ t1 ≤ t ≤ t2, Á ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ (t1 − "; t1) É



(t2; t2+") ÆÕÎËÃÉÑ 
0;y ËÁË-ÔÏ ÓÇÌÁÖÅÎÁ (ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ " É ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

∫ t1
t1−" '(
0(t)) |
′0;y(t)| dt+

∫ t2+"
t2 '(
0(t)) |
′0;y(t)| dt < a. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, `'(
0) <

`'(
). ¤
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ 
 ÉÄÅÔ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍÕ ÌÕÞÕ: 
(t) = (p; 
y(t)) É 
y ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ 
′y(t) ≥ 0.

ôÏÇÄÁ `'(
) =
∫ 1

0 '(
y(t))
′y(t) dt =
∫ y2
y1
'(y) dy (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y = 
y(t)) | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Õ ×ÓÅÈ

ÔÁËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ ÄÌÉÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, %'(a; b) = inf
(0)=a;
(1)=b `'(
) =
∫ y2
y1
'(y) dy, ÐÒÉÞÅÍ ÎÉÖÎÑÑ

ÇÒÁÎØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÉÄÕÝÅÊ ÏÔ a Ë b ×ÄÏÌØ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÌÕÞÁ. éÚ ÁÆÆÉÎÎÏÊ
ÉÎ×ÁÒÉÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ | ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ
ÉÈ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ.

áËÓÉÏÍÁ A6 ÔÅÐÅÒØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÐÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× [a; b] É [b; c], ÒÁ×ÎÁ ÄÌÉÎÅ
ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ a É c. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ. áËÓÉÏÍÁ A7: %(a; c) = %(a; b) + %(b; c), ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; c]. ¤

÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ×ÈÏÄÉÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÓÔÉ:
A8. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÌÁÇÏ× ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ

ÏÄÉÎ ÆÌÁÇ × ÄÒÕÇÏÊ.
äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ (Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 1). íÅÔÒÉËÁ %' ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÅ A8.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÉÚ ÁËÓÉÏÍ A6 É A7 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÁÆÆÉÎÎÏ. îÏ ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÁËÓÉÏÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÌÅËÃÉÉ 10. ¤

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ '. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f(z) = z=�, � > 0, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ �i × i. ôÅÐÅÒØ '(�i) = k |f ′(�i)| = k=�.
ðÏÓËÏÌØËÕ ' ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÅÍ '(x; y) = k=y.


