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3. ðòïåëôé÷îùå ðòïóôòáîóô÷á.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÕÓÔØ V = Rn+1 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x0; : : : ; xn, Á W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x0 = 0. ïÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÎÏÒ-
ÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ W × ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ RPn É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Ñ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÅÇÏ Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A�(Rn). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ × ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÊ V ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÇÒÕÐÐÅ A�(Rn). ×) ïÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÇÒÕÐÐÅ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. Ç*) ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌÉ-
ÚÁÔÏÒÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ × ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 2. óËÏÌØËÏ Á) ÔÏÞÅË, Â) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ×) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÖÅ
ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÉ q → 1.
úÁÄÁÞÁ 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ðÁÐÐÁ: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a; b; c ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÔÏÞËÉ a′; b′; c′ | ÎÁ
ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÔÏÞËÉ x = ab′∩a′b, y = bc′∩ b′c É z = ac′∩a′c ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÉÁÎÛÏÎÁ: ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ab, cd É ef ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ p, Á ÐÒÑÍÙÅ bc, de
É fa | × ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÅ q, ÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ad, be É cf ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) ðÕÓÔØ p; q; r ∈ F ∪ {∞} | ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ (Ô.Å. ÄÒÏÂÎÏ-
ÌÉÎÅÊÎÏÅ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÉÈ × ÔÏÞËÉ 0, 1 É ∞ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ f(s) ∈ F ∪ {∞}
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÔÏÞÅË p; q; r; s É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [p; q; r; s]. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
f : F ∪ {∞} → F ∪ {∞} ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:
[p; q; r; s] = [f(p); f(q); f(r); f(s)].
úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ � | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4 (Ô.Å. ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{1; 2; 3; 4} × ÓÅÂÑ), É ÐÕÓÔØ [a1; a2; a3; a4] = x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ A�(x) def= [a�(1); a�(2); a�(3); a�(4)] ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÔ x É �. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ A�(x)? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ � 7→ A� ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ S4 × ÇÒÕÐÐÕ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÏÞÅË p; q; r; s ∈ C ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ C ÐÅÒÅ×Ï-
ÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ ÐÒÑÍÙÅ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C∪{∞} × ÓÅÂÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÌÉÂÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.

ôÏÞËÁ x∗ ∈ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ a, ÅÓÌÉ
n

x∗−a = 1
x1−a + · · ·+ 1

xn−a .
úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ x∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁ-
ÌÁ ÏÔÓÞÅÔÁ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [x1; x∗; t; a]+· · ·+[xn; x∗; t; a] = n.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÕÔÓÁ: ÐÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ, ×ÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÌÏÓËÕÀ
ËÒÉ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n × n ÔÏÞËÁÈ x1; : : : ; xn. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xn ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ). ëÒÉ×ÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(x; y) ∈ R2 | P (x; y) = 0}, ÇÄÅ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ p É q | ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÕ
ÏÔÒÅÚËÁ pq, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ.
õËÁÚÁÎÉÅ . óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (É ÄÁÖÅ ÐÒÑÍÏÊ), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÏÔÒÅÚÏË
pq × ÓÅÂÑ, ÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÅÇÏ × ÓÅÂÑ. þÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ, ÄÁÊÔÅ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ | ÞÔÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ. îÅ
ÚÁÂÕÄØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ×ËÌÀÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÔÉÐÁ \×ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÅÅ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÔÏÞËÏÊ p" (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁ×ÉÓÅÔØ
ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË).

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë ÔÏÞËÅ a = [x0 : · · · : xn] ∈ FPn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
a� ÔÏÞÅË Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ [y0 : · · · : yn], ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ x0y0 + · · · + xnyn = 0.
ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ W�, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ë ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ W , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒ-
ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ a�, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏ ×ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ a ∈W .
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úÁÄÁÞÁ 9. ëÁËÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ äÅÚÁÒÇÁ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÉ) É ðÁÐÐÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ
É ÐÒÑÍÙÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÒÑÍÙÍÉ É ÔÏÞËÁÍÉ, Ô.Ë. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ)?
úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, ÉÍÅÅÔ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n−1−k. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (W1∩W2)�| ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ W1�É W2�. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ W1 É W2 | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ? ×) äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ (W�)�= W . Ç) ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ p × ÔÏÞËÕ q. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ
A ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ p�× q�?


