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5. çåïíåôòéñ ìïâáþå÷óëïçï: íïäåìé é áææéîîùå ðòåïâòáúï÷áîéñ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ H ⊂ C ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ, 
 ⊂ C | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁÒÅ, D = 
 | ÔÏÔ
ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÒÕÇ, ÎÏ Ó ÍÏÄÅÌØÀ ëÌÅÊÎÁ, L = {(x; y; z) | x2 + y2 − z2 = −1; z > 0} ⊂ R3 | ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÏÓÔØ
Ä×ÕÐÏÌÏÓÔÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁ. íÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ fH
 É Ô.Ð.
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ fH
 Á) ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÌÕÞÅÊ, Â) ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ×) ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ × ÔÏÞËÅ 0. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÐÒÉÍÅÒÁÈ 1Á É 1Â,
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.
úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f
D ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ r < 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ S` : H → H, ÇÄÅ ÐÒÑÍÁÑ ` ÜÔÏ Á) ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ <(z) = c,
Â) ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ | z |= 1.
úÁÄÁÞÁ 4. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fH
 ◦ ' ◦ f
H : 
 → 
, ÇÄÅ ' : H → H ÜÔÏ Â) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ
×ÄÏÌØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ, ×) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ç) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3.
úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f
H ◦ ' ◦ fH
 : H → H, ÇÄÅ ' : 
 → 
 | ÐÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ
ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ | ÌÉÂÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ,
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÅ Ó ÉÎ×ÅÒÓÉÅÊ z 7→ 1=z, ÌÉÂÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ f(z) = � z+p

pz+1 , ÇÄÅ |�| = 1 É |p| < 1, ÌÉÂÏ f(z) Ó
ÔÁËÉÍ ÖÅ f .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × R3 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q(x; y; z) = x2 + y2 − z2 (ÔÁË ÞÔÏ L = {(x; y; z) ∈ R3 | Q(x; y; z) =
−1; z > 0}), É ÐÕÓÔØ B | ÅÅ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ.
úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ Q(v1) = Q(v2) = 0, ÐÒÉÞÅÍ v1; v2 ÌÅÖÁÔ × ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å z > 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
B(v1; v2) ≤ 0, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ v1 É v2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.
úÁÄÁÞÁ 8. Á) ðÕÓÔØ PQ ⊂ RP 2 | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÅ Q, É `1; `2; `3 ∈ PQ É
m1;m2;m3 ∈ PQ | Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ PA : RP 2 → RP 2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ PA(`i) = mi, i = 1; 2; 3 É PA(PQ) = PQ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ
ÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ PA? Â) ðÕÓÔØ a1; a2; a3 É b1; b2; b3 | Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÅÄÉÎÉÞ-
ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ! ⊂ R2 ⊂ RP 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
' : RP 2 → RP 2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ '(!) = ! É '(ai) = bi, i = 1; 2; 3.
úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ × ËÒÕÇÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ RP 2, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ËÒÕÇ D. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ × ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ R3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÆÏÒÍÕ Q.
õËÁÚÁÎÉÅ. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÌÁÎÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: 8Á =⇒ 8Â =⇒ 9Á =⇒ 9Â.
úÁÄÁÞÁ 10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fHD ◦ ' ◦ fDH : D → D, ÇÄÅ ' : H → H | ÔÅ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ×
ÚÁÄÁÞÅ 4.
úÁÄÁÞÁ 11. Á) ëÁË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ (×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ
ÔÏÞËÕ ÎÁ ÎÅÍ) ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ I ÒÏÄÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ? Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
II ÒÏÄÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ?
ïÔ×ÅÔ (Ë ÐÕÎËÔÕ 11Á). ÷ÓÅÇÏ ÞÅÔÙÒÅ ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÁ (ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ), ÏÄÎÁ
ÔÏÞËÁ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ (ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ), Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ), ×ÓÅ
ÔÏÞËÉ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ).
úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ä×ÕÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÍ
Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ, É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ
ÐÒÑÍÙÅ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.
úÁÄÁÞÁ 13. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
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1) ÌÀÂÏÅ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ) Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÐÏ×ÏÒÏÔÕ;
2) ÌÀÂÏÅ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ) Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÓÄ×ÉÇÕ

(×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉÃÙ);
3) ÌÀÂÏÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ) Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍÕ ÒÁ-

ÓÔÑÖÅÎÉÀ.
4) ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ II ÒÏÄÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ z → cz.

Â) ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÕÎËÔÁÍ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ?
úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÎÏÌØ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏ-
ÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÑÍÏÊ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ËÁË ÌÕÞ x ∈ (0;∞), ÁÆÆÉÎÎÙÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ x→ cx.
úÁÄÁÞÁ 15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d(x; y) = | ln(x=y)| ÎÁ ÌÕÞÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
(ÁËÓÉÏÍÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ É ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ) É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×ÍÅÝÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → lnx ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ ÐÒÑÍÏÊ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÏÂÙÞÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ-
×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ). ÷Ï ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ?


